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3 Oméwienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikéw
wraz z omdowieniem ich ewentualnego wykorzystania

3.1 Wstep

Grupy kwantowe sg uog6lnieniem klasycznych grup, ktére odzwierciedlaja symetrie przestrzeni
nieprzemiennych. Korzenie tej teorii siegaja drugiej potowy XX wieku — odkry¢ algebr Hopfa oraz
prob uzycia ich w fizyce kwantowej i kwantowej teorii grawitacji. Aspekt algebraiczny catej teorii
pochodzi z prac V.G. Drinfel’da i M. Jimbo, [Dri87, Jim85|, ktorzy opisali kwantowe deformacje
klasycznych algebr Liego. Podejscie analityczne zawdzieczamy S.L. Woronowiczowi [W87b|, ktory
wprowadzit i zaksjomatyzowal pojecie zwartej grupy kwantowej. Zostalo ono nastepnie uogélnione
na przypadek lokalnie zwarty przez S.L. Woronowicza [W96|, a nastepnie w silniejszej wersji przez
J. Kustermansa i S. Vaesa [KV00].

Drzisiaj znamy juz nie tylko wiele konkretnych przyktadéw zwartych grup kwantowych, ale
takze kilka ogélnych schematow uzyskiwania takich obiektéw, np. przez kwantyzacje algebr Liego,
poprzez ‘uwolnienie’ (ang. liberation, opisane przez Banice i Speichera [BSp09]), przez konstrukcje
Woronowicza (ktorej poswiecone sa moje prace [H1| i [H2]), oraz, bardziej ogdlnie poprzez twierdze-
nie rekonstrukeyjne typu Tannaki-Kreina ([W88]). Warto wspomnie¢, ze grupy kwantowe wystepuja
w roznych postaciach: jako algebry operatorow (C*-algebry lub algebry von Neumanna), jako alge-
bry Hopfa czy jako kategorie tensorowe. Czesto informacji o grupie kwantowej dostarcza badanie
roznych aspektow tego samego obiektu lub interakcji miedzy nimi.

Okazuje sie, ze grupy kwantowe stanowia wlasciwe srodowisko dla uogoélnienie dualnogci Pontr-
jagina na grupy nieprzemienne (np. [Kac61]), wprowadzaja wlasciwe pojecie symetrii w teorii pod-
faktorow Jonesa (np. [Ban99]), stanowia naturalne zrédto modeli dla nieprzemiennej probabilistyki
(np. |[KoSp09], |BCOT7]), a takze odgrywaja istotna role w nieprzemiennej geometrii (np. |[Co04al).
To wzajemne oddzialywanie miedzy nieprzemienng probabilistyks i nieprzemienng geometriag staje
sie jeszcze bardziej widoczne, gdy badamy odpowiedniki proceséw Lévy’ego na grupach kwantowych
(a doktadniej na ich gestych podalgebrach Hopfa).

W klasycznej probabilistyce procesy Lévy’ego to procesy o niezaleznych i stacjonarnych przy-
rostach. Stanowia on modele wielu interesujacych proceséw zachodzacych w $wiecie materialnym
(ruch czasteczek, kursy akcji), a najbardziej znanymi ich przyktadami sa ruchy Browna i proces
Poissona. Nieprzemienne odpowiedniki proceséw Lévy’ego (pierwotnie nazywane “bialym szumem”)
pojawily sie najpierw w kontekscie x-bialgebr z gradacja Zo (ang. Zs-graded *-bialgebras) w pracy
[ASvW88], a nastepnie zostaly rozszerzone na dowolne x-bialgebry z gradacja i *-bialgebry warkoc-
zowe [Sch93| oraz grupy dualne [Sch95]. Wobec faktu, ze kazda zwarta grupa kwantowa posiada
gesta podalgebre Hopfa (czyli w szczegolnosei *-bialgebre), naturalna stalta sie proba badania pro-
cesow Lévy’ego w kontekscie grup kwantowych, podjeta w pracy [H3].

Definicja procesu Lévy’ego na *-bialgebrze jest ogélnie méwigc taka sama, jak w przypadku
klasycznym: jest to rodzina zmiennych losowych o przyrostach stacjonarnych i niezaleznych. To, co
sie zmienia, to znaczenie poszczegbdlnych stéw w powyzszej definicji: zmienne losowe to nieprzemi-
enne zmienne losowe (czyli *-homomorfizmy zdefiniowane na x-bialgebrze), niezaleznos¢ to jedna z
kilku mozliwych niezaleznosci nieprzemiennych (w naszym przypadku tzw. niezaleznos$¢ tensorowa)
i wreszcie przyrosty to tak naprawde elementy procesu, ktorych sktadanie jest mozliwe dzieki struk-
turze bialgebry (komnozeniu).



W analogii to sytuacji klasycznej, kazdemu nieprzemiennemu procesowi Lévy’ego na zwartej
grupie kwantowej odpowiada jednoznacznie zespolony funkcjonal (nazywany funkcjonatem generu-
jacym) na gestej *x-bialgebrze danej grupy kwantowej oraz — poprzez konstrukcje typu GNS —
tzw. trojka Schiirmanna, ztozona z *-reprezentacji, kocyklu i funkcjonalu. Powyzsza zalezno$é
pozwala sprowadzi¢ problemy probabilistyczne, np. kwestie klasyfikacji proceséw Lévy’ego czy opisu
ich symetrii, do badania obiektéw natury algebraicznej. Juz w pierwszych latach rozwoju tej teorii
(|Sch90]) zauwazono tez, ze istotna role w klasyfikacji i konstruowaniu proceséw Lévy’ego na -
bialgebrach odgrywa teoria kohomologii. Na przyktad, standardowe podejécie do klasyfikacji pro-
cesOw Lévy’ego na danej grupie kwantowej polega na opisaniu wszystkich trojek Schiirmanna, czyli
najpierw na sklasyfikowaniu wszystkich *-reprezentacji algebry grupy kwantowej dzialajacych na
przestrzeni Hilberta, potem na ustaleniu wszystkich zwiazanych z ta reprezentacja kocykli (co jest
rownowazne znalezieniu pierwszej grupy kohomologii) i wreszcie na sprawdzeniu, ktore z kocykli
posiadaja funkcjonaly generujace (co z kolei jest zwigzane z liczenie drugiej grupy kohomologii z
trywialnymi wspotczynnikami).

Temat ten jest blisko zwigzany z problemem istnienia rozktadu typu Lévy’ego-Chinczyna. Klasy-
cznie, rozktad ten oznacza, ze dowolny proces Lévy’ego mozna roztozyc na czesé gaussowska (ruch
Browna z dryfem) i czes¢ skokowa. Pytanie, czy taki rozktad zachodzi takze dla procesow Lévy’ego
na *-bialgebrach zostalo postawione przez M. Schiirmanna [Sch90]|. Dzi§ wiemy juz, ze odpowiedz
na nie jest przeczaca [FGT15]|, ale wciagz nie wiemy, jak scharakteryzowac te x-bialgebry czy grupy
kwantowe, ktére maja rozktad Lévy’ego-Chinczyna. Moj wkiad w badanie tego problemu jest
opisany w pracach [H4|, [H5| i [H6].

Grupy kwantowe sy takze przyktadami przestrzeni nieprzemiennych i jako takie byty juz in-
tensywnie badane (patrz np. [CP03a], [DLSSV05]). Jednakze nieprzemienne procesy Lévy’ego
wprowadzaja nowa perspektywe w patrzeniu na grupy kwantowe jako obiekty geomtryczne. W
pracach [H3| i (czesciowo takze) w [H5], badalismy symetrie polgrup Markova zwiazanych z proce-
sami Lévy’ego na grupach kwantowych i pokazalismy, ze takie procesy moga przenosi¢ geometryczne
informacje o przestrzeni, na ktérej “zyja’.

W pozostalej czesci Autoreferatu omawiam doktadniej wyniki prac [H1]-[H6]. W podrozdziale
3.3 omoéwiam badania prowadzone nad konstrukcja Woronowicza zwartych grup kwantowych, bedace
tematyka prac [H1] i [H2]. W kolejnym podrozdziale opisuje badania symetrii procesow Lévy’ego
zawarte w pracach [H3] oraz [H5]. Podrozdzial 3.5 poswigcony jest problemowi istnienia rozktadu
Lévy’ego-Chinczyna na zwartych grupach kwantowych (prace |H4|-|H6]). W podrozdziale 3.6 omaw-
iam zwiazki miedzy procesami Lévy’ego a grupami kohomologii Hochschilda i wyniki uzyskane w
pracy [H6]. Dla wygody Czytelnika, w podrozdziale 3.2 zebralam najwazniejsze fakty dotyczace
zwartych grup kwantowych oraz omoéwitam przyktady pojawiajace sie w dalszej czesci autoreferatu
— stuzy to przede wszystkim ustaleniu oznaczeit. Ponadto w kazdym z podrozdzialéw omoédwienie
moich wynikéw poprzedzone jest wprowadzeniem niezbednych definicji i faktéw wtasciwych dla
tego fragmentu. W zwiazku z niejednolitym systemem oznaczen stosowanych w pracach [H1|-[H6],
niektore oznaczenia w niniejszym tekécie réznig sie od oznaczen z prac oryginalnych.



3.2 Definicja i przykltady zwartych grup kwantowych

Istnieja rozne (nie zawsze réwnowazne) definicje grup kwantowych. Definicja bazowa dla moich
badan jest ta sformutowana przez S.L. Woronowicza [W98].

DEFINICJA 3.1. Pare G = (A, A), ztozona z C*-algebry z jedynka A i zachowujacego jedynke x-
homomorfizmu A : A — A® A, nazywamy zwartg grupg kwantowg, jesli A jest kotgczne:

(id® A)o A =(A®id) o A,
oraz jedli zachodzi kwantowe prawo skracania:
Lin{A(a)(1®b) : a,b € A} =Lin{A(a)(b® 1) :a,b € A} = A® A.

W powyzszej definicji ® oznacza minimalny iloczyn tensorowy C*-algebr, a Lin F' — domkniecie
zbioru kombinacji liniowych elementow z F. Zwyczajowo A nazywa sie komnozeniem oraz pisze sie
A=C(G).

Macierz unitarng u = (u;x)7_; € My(C(G)) nazywamy (skoriczenie wymiarows) reprezentacjq
unitarng grupy G, jesli

n
Alujr) =D ujp ®@ups, Gk =1,...,n; (1)
p=1
elementy wj; nazywane sa wspotczynnikami u. Rozpigcie liniowe wszystkich wspotczynnikow skoricze-
nie wymiarowych reprezentacji unitarnych G jest gesta x-podalgebra z jedynka algebry C(G), zwykle
oznaczang Pol(G), ktora okazuje sie posiadac strukture *x-algebry Hopfa. Komnozenie w Pol(G) jest
dziedziczone z C(G), a kojedynka € i koodwrotnos¢ S sg zdefiniowane przez

e(uje) = 8jky  S(uje) = (u™ ). (2)

W szczegolnodei, kazda zwarta grupa kwantowa indukuje x-bialgebre (Pol(G), A, €).

Na kazdej zwartej grupie kwantowej G istnieje jedyny niezmienniczy stan h, zwany stanem
Haara. Stan h spelnia warunek KMS |[BR97, Definition 5.3.1|, tzn. istnieje taka grupa automor-
fizmoéw modularnych (o¢)icr 1 jej rozszerzenie analityczne (0,).cc, ze zachodzi warunek

h(ab) = h(bo_i(a)), a,be A (3)

Automorfizmy modularne (0,).cc powstaja z tzw. charakterow Woronowicza (f»).cc, [W98, Theo-
rem 1.4]. Charaktery Woronowicza stuza tez do zdefiniowania drugiej grupy, tym razem s-automorfizmow,
tzw. automorfizmow skalujacych (ang. scaling automorphisms) (7¢)icr, posiadajacej rozszerzenie
analityczne do (7).ec. Automorfizmy skalujace pozwalaja wydzieli¢ z koodwrotnosci S czesé uni-
tarng, tzw. koodwrotnosé unitarng R: S = RoT;)y (wigcej szczegétow w [W98, Theorem 1.6] wraz z
dowodem). Jedli stan Haara jest sladem (co jest réwnowazne z faktem, ze S? = idpoy(g)), to grupe
kwantowa G nazywamy typu Kaca.

Przyktadami zwartych grup kwantowych sa C*-algebry funkcji ciagltych na grupach zwartych
C(G). Co wiecej, Woronowicz w [W87b| pokazal, ze dowolna przemienna zwarta grupa kwantowa
(czyli G z przemienng algebra A) jest izomorficzna z C*-algebra funkcji cigglych na pewnej grupie
zwartej. Z drugiej strony, dowolna koprzemienna zwarta macierzowa grupa kwantowa (czyli G



taka, ze 0 0o A = A, gdzie 0(a ® b) = b ® a) jest izomorficzna z C*-algebra generowana przez
operatory postaci U(y;), dlaj =1,2,...,m, gdzie U : I' — B(H) jest unitarng wierna reprezentacja
skoniczenie generowanej grupy dyskretnej I' na przestrzeni Hilberta H, taka, ze U ®U jest zawarte w
wielokrotnosci U, a {71,...,vm} jest zbiorem generatorow I'. Takie grupy kwantowe dostajemy w
szczegoOlnosci z C*-algebry zbudowanej wzgledem reprezentacji regularnej C*(I") oraz reprezentacji
uniwersalnej C:(T).!

Powyzsze rodziny przyktadéw, czyli grupy kwantowe przemienne lub koprzemienne, pochodza
ze $wiata klasycznych grup, dlatego w odniesieniu do nich bede stosowata przymiotnik trywialne.
Pozostate grupy, czyli takie nie pochodzace od zadnej z grup klasycznych, bede nazywala nietrywial-
nymi. Podkreslam, ze jest to tylko wygodna w uzyciu nazwa, a nie uznanie pozostatych przypadkéow
za nieinteresujace.

Szczegolna klasa zwartych grup kwantowych sa zwarte macierzowe grupy kwantowe ([W87b],
takze [vDW96]), ktore otrzymuje sie przy dodatkowym zalozeniu istnienia takiej skoriczenie wymi-
arowej reprezentacji unitarnej u grupy G, ze jej wspotczynniki i, j,k = 1,...,n, generuja A jako
C*-algebre. Wowczas komnozenie jest jednoznacznie zdefiniowane wzorem (1). W takiej sytuacji
zwykle piszemy G = (A, u), a u nazywamy reprezentacjq fundamentalng. Wowczas tez Pol(G) jest
generowana (jako *-algebra) przez wspélczynniki macierzy u. Dla macierzy u = (u;)7,—; € Mn(A),
definiujemy macierz transponowang u! oraz macierz o wyrazach sprzezonych :

u' = (Upj)jhers W= (W) ey (4)

Kilka zwartych (macierzowych) grup kwantowych waznych dla dalszej cze$ci opisu prezentuje
ponizej.

PRZYKLAD 3.2 (Wolna grupa permutacji). Niech n € N i niech C(S;) oznacza uniwersalng C*-
algebre z jedynka generowang przez rodzine projekcji ortogonalnych {p;x;j,k = 1,...,n}, spelnia-

jacych warunki
n

n
Spk=Y =1 j=1....n
j=1

k=1

Wowezas S = (C(S7),p), p = (Pjk)} =1, jest zwarta macierzowa grupa kwantowa, zwana wolng
grupg permutacyi n elementow.

Definicja S, pochodzi od S. Wanga [Wan98]. Jesli podzielimy S, przez x-ideal generowany przez
komutatory (czyli zalozymy, ze wszystkie elementy sa przemienne), to otrzymamy C*-algebre funkcji
ciaglych na (klasycznej) grupie permutacji S,. W tym sensie S, jest kwantowym odpowiednikiem
Sh.

Grupa S, jest stosunkowo dobrze zbadana (wigcej o niej mozna znalezé¢ np. w pracach [BBCO07],
[Ban12] czy [Skald]). W szczegolnosci, S;& jest typu Kaca (S? = id). Dla n = 1,2,3, mamy
C(S;F) = C(S,), czyli algebra wolnej grupy permutacji jest przemienna. Dla n > 4, C(S;)) jest
nieprzemienna i nieskoriczenie wymiarowa. Dla n = 4, Sj moze by¢ przedstawiona jako deformacja
klasycznej grupy SO(3) group, patrz [BB09]. Dla n > 5, C*-algebra C(S;") nie jest typu I1.0J

INie jest tatwo znalezé przykltady grup kwantowych tego typu nie pochodzacych ani od reprezentacji uniwersalnej,
ani od regularnej. Jedna z takich ’egzotycznych’ reprezentacji opisuje praca [3].



PrRzZYKEAD 3.3 (Uniwersalne grupy kwantowe). Dla n € N i macierzy odwracalnej F' € GL,(C)
definiujemy C (U;) jako uniwersalng C*-algebre z jedynka generowang przez n? takich elementow Ujk
(j,k=1,2,...,n), ze macierz u := (ujk)}fk:l jest unitarna, a jej macierz o wyrazach sprzezonych,
4, jest podobna do macierzy unitarnej z dokladnoscia do F. Oznacza to, ze w algebrze C’(UZE)
spelnione sa (te i tylko te) relacje

wit =1 =u*u,  FaF YFaF Y =1=(FaF )*FaF'. (5)

Uniwersalng unitarng grupg kwantowq (wymiaru n zwigzana z macierza F') nazywamy zwarta
macierzowy grupe kwantowa U = (C(UR), u).

W podobny sposoéb, dla F € GL,(C) takiej, ze FF € R - I, mozna zdefiniowaé¢ ortogonalng
uniwersalng grupe kwantowg Of = (C(OF),v) wymiaru n € N zwiazana z macierza F. Wowczas
C (O;) jest uniwersalng C*-algebra z jedynka generowang przez n? takich elementow vjk (J,k =
1,2,...,n), ze macierz v := (Ujk)?,kzl jest unitarna oraz v = F~'wF. Latwo sprawdzi¢, ze O} jest
podgrupa kwantowa U, w ktorej algebre C(U}) nalezy podzieli¢ przez (ideal generowany przez)
dodatkowa relacje uF' = F'u.

Powyzsze definicje zostaly wprowadzone przez A. van Daele i S. Wanga [vDW96| i przefor-
mutowane do powyzszej postaci przez T. Banice [Ban97]. W szczegolnym przypadku, gdy F =
I, méwimy o wolnej unitarnej, odpowiednio — ortogonalnej, grupie kwantowej i oznaczamy U,
odp. Of. Jedli F = F'U dla pewnej macierzy unitarnej U, to grupy U;E i U;E, sa izomorficzne.
Podobnie, jesli F' = UFU! dla pewnej macierzy unitarnej U i F'F’ € R - I, grupy O;C i O;S, sa
izomorficzne. Uniwersalnog¢ rodziny {U; F € M,(C),n € N} polega na tym, ze dowolna inna
zwarta macierzowa grupa kwantowa jest podgrupa kwantowa pewnej U;E (dowdd tego faktu oraz
odpowiednie sformulowanie uniwersalnosci dla rodziny ortogonalnej mozna znalez¢ w [Ban97] i w

| Tim08]).00

PrRzYKLAD 3.4 (Grupa kwantowa SU,(n)). Niech n € Ni ¢ € (0,1). Algebra C(SU,(n)) jest
zdefiniowana jako uniwersalna C*-algebra z jedynka, generowana przez wspolrzedne macierzy u =
(ujk)?,kzl spetniajace warunek unitarnosci uu® = uw*u = I i warunek skreconego wyznacznika

Y O o) (1) Uo(2)7@) - Uotmyrimy = (~0)T -1, T € S, (6)
gESy,
gdzie S,, oznacza grupe permutacji zbioru {1,2,...,n}, a i(7) oznacza liczbe inwersji w permutacji

7. Para SUy(n) = (C(SUy(n)), u) jest zwarta macierzowa grupa kwantowa (patrz [W88]).

Przypadek specjalny, grupa SU,(2), zdefiniowana przez S.L. Woronowicza w [W87b], jest histo-
rycznie pierwszym, a prawdopodobnie takze najbardziej znanym i najlepiej zbadanym przyktadem
zwartej grupy kwantowej. Jej algebra C'(SU,(2) jest generowana przez dwa elementy, zwykle oz-
naczane « i v, ktére spetniaja relacje

aat+yty =1, adt+¢yyt =1,
Yy =97, ay=qya, oyt =qy"a.

Wiadomo [vD93, Lemma 4.7], ze SU,(n) jest podgrupa kwantowa Uj: dla F = (¢/~" k)] k-
O



3.3 Zwarte grupy kwantowe pochodzace z konstrukcji Woronowicza

Konstrukcja podana przez S.L. Woronowicza w pracy [W88| opisuje elegancka metode tworzenia
zwartych macierzowych grup kwantowych poprzez zadanie odpowiedniej funkcji na zbiorze ciggow
n-elementowych. Zgodnie z ta metoda uniwersalna C*-algebra z jedynka generowana przez macierz
nxn, spelniajacg warunek unitarnosci (U) oraz zmodyfikowany warunek wyznacznika (TD), posiada
strukture takiej grupy kwantowej. Modyfikacja warunku (TD) polega na wybraniu n" statych
zespolonych E = (E;, i, )7 ; _y, tworzacych 'niezdegenerowang tablice liczb’.

U15esy

Doktadniej, dla ustalonego n € N rozpatrujemy funkcje E : {1,2,...,n}" — C. Méwimy, ze E

jest niezdegenerowana lewostronnie, jedli funkcje F1_, ..., Fy_ s3 liniowo niezalezne, przy oznacze-
niu By = [Ek7i27_”,in];"”27m7in:1. Podobnie, méwimy, ze E jest niezdegenerowana prawostronnie, jesli
funkcje E_1, ..., E_, s3 liniowo niezalezne, gdzie E_j = [Ellvmﬂn—l,k]i1,.‘.,in71:1'

TwIERDZENIE 3.5 (Konstrukcja Woronowicza, [W88, Theorem 1.4|). Niech E : {1,2,...,n}" — C
bedzie funkcjq niezdegenerowang prawo- i lewostronnie ¢ niech Ag bedzie uniwersalng C*-algebrg z
jedynkg, generowang przez wspotczynniki macierz u = (“jk)?kzl spetniajgce warunki

a) unitarnosci:

n n
* *
Vik=1,..n Zuj'suks = 0jkla = Zusjuska (U)
s=1 s=1

b) skreconego wyznacznika:

n
val,...,ane{l,...,n} E Ei17i2,~~~7inua1i1ua2i2 <o Uaping = Eal7a2:-~~7an - 1a. (TD)

11,82, in=1

Wowczas para Gg = (Ag,u) jest zwartq (macierzowq) grupg kwantowg.

Opisang w powyzszym twierdzeniu grupe kwantowa Gg bedziemy nazywaé zwartqg grupg kwan-
towq pochodzgcq z konstrukcyi Woronowicza dla funkcji E. Struktura grupy kwantowej jest zadana
jednoznacznie poprzez fakt, ze u jest reprezentacja fundamentalng G, czyli muszg zachodzi¢ wzory
(1) i (2). Ponadto, warunek unitarnosci (U) implikuje, ze S(u;x) = uj.

Warunek niezdegenerowania E jest bardzo ogélny i pozostawia duza swobode w wyborze statych
(np. dowolna funkcja na permutacjach o wartosciach niezerowych pozwala zdefiniowa¢ niezdegen-
erowang funkcje F), dlatego konstrukcja wydawata sie by¢ bardzo ogolna. Tymczasem do niedawna
znanych bylto zaledwie kilka grup kwantowych, uzyskanych przy jej pomocy (i nietrywialnych, czyli
nie pochodzacych od grup klasycznych). Byla to przede wszystkich rodzina SU,(n), opisana przez
Woronowicza w pracy [W88| jako zastosowanie stworzonej konstrukeji. Odpowiada jej funkcja

(7q)|0'|’ gdyo-: (i17i27---’in) ESTL
Eiyig,.in = .
0, w przeciwnym przypadku

(patrz Przyktad 3.4). W 1998, E.C. Lance zdefiniowal grupe SO,(3) jako obiekt powstajacy z
konstrukcji Woronowicza dla n = 3 i funkcji F przyjmujacej niezerowe wartosci dla

Ei93 =1, E130 = Enz = —q, Ea31 = F310 = q, F301 = —¢%, Ea2 = /q(1 — q),



z dodatkowymi zalozeniami usy = uby, u11 = ujs, w12 = \/qu,. Scigle méwiac, SO,(3) Lance’a jest
zatem podgrupa

(niezbadanej dotad) grupy kwantowej powstajacej z konstrukcji Woronowicza dla podanych
wartosci F, ktorej generatory spelniaja dodatkowe relacje. W 2004, J. Wysoczanski |Wys04| zas-
tosowal konstrukcje Woronowicza do n = 3 i E(0) = (—¢)*°) dla ¢ € S, oraz E; 455, = 0w
przeciwnym przypadku, uzyskujac grupe U, (2) (zdefiniowana w [Koe91]). Tutaj, c¢(o) oznacza liczbe
cykli w rozkladzie permutacji 0. Wreszcie, w 2013 J. Bichon i M. Dubois-Violette [BD13]| pokazali,
ze kwantowa grupa refleksji H!"", opisana w pracy [BV09], powstaje z konstrukecji Woronowicza
dla F;; . ; =1oraz F;, _;, = 0w przeciwnym przypadku.

Niewielka liczba przykladéw obiektéw pochodzacych z konstrukeji Woronowicza wyraznie kon-
trastowata z dowolnoscia wyboru funkcji £. Dlatego w sposob naturalny pojawilo sie pytanie:
jakiego typu funkcje F prowadza — poprzez konstrukcje Woronowicza — do (nietrywialnych) grup
kwantowych? Tematowi temu zostaly poswiecone dwie pierwsze prace wchodzace w sklad osigg-
niecia naukowego ([H1] i [H2]).

Warto w tym miejscu wspomnieé, ze dla wymiaru n = 2 mozna pokazaé, ze dowolna grupa kwan-
towa pochodzaca z konstrukcji Woronowicza jest izomorficzna albo z torusem (czyli jej algebra jest
izomorficzna z C(T))) albo z kwantowa grupa SU,(2) dla pewnego ¢ € R*.2 Mozna to wyttumaczy¢
niskim wymiarem, czyli niewielka swoboda w wyborze statych (de facto dla n = 2 wybieramy trzy
parametry, bo podzielenie wspo6tczynnikéw funkeji E przez staty nie zmienia relacji w grupie kwan-
towej). Wydawalo sie jednak, ze dla wyzszych wymiaréw mozliwosci uzyskania ciekawych grup
kwantowych sa znacznie wieksze. Rzeczywisto$¢ matematyczna okazala sie inna.

Najpierw udato mi sie znalez¢ nietrywialng grupe kwantowa pochodzaca z konstrukcji Woronow-
icza dla n = 4, co opisalam w pracy [H1|. Grupa ta jest zwiazana z funkcjg kolorujgcq inwersje na
permutacjach czteroelementowych, opisang w [BS94, Section 5|. Jest ona zdefiniowana nastepujaco:
niech 7 := (k,k + 1), k = 1,2,3, oznaczaja inwersje grupy permutacji czteroelementowych Sy
(generuja on Sy) oraz niech q1, g2, g3 € R* beda ustalonymi parametrami; na inwersjach definiujemy
funkcje E.(mk) := gk, a nastepnie rozszerzamy ja do odwzorowania E. : Sy — R przyporzadkowujac
dowolnym permutacjom produkt wartosci na réznych(!) inwersjach wystepujacych w ich rozkltadzie.
Dokladniej, jesli o € S4 ma minimalny rozklad na inwersje postaci o = mj, ... 7;, i jesli

{7Tj1,...,7TjS} = {7‘—2'17"'77‘—% i < < it}, to EC(O') = Qi - -GGy

W koricu funkcje E. rozszerzamy na cate {1,2,3,4}* ktadac zero poza Sj.

Dla przyktadu, E.(1123) = 0, E.(1243) = g3, bo (1,2,4,3) = 73, a E.(4132) = q1q2g3, bo
o = (4,1,3,2) = momgmem;. Poprawnosé¢ definicji F wynika z relacji warkoczowych pomiedzy
inwersjami (7,17 = T 1TTiq1 oraz mmy = wm, gdy i — j| > 2).

Istotnie, jesli Gg jest grupa kwantowa pochodzaca z konstrukeji Woronowicza przeprowadzonej dla tablicy E €
M>(C), to warunki (TD) i (U) sa réwnowazne warunkom (U) oraz u = E'u(E')” . Zauwaimy, 7e dwuwymiarowa
niezdegenerowana macierz £ = [Eij]ij:l jest zawsze odwracalna.

a 0

Jesli EE # cl, to — na mocy lematu Schura — u nie jest nieprzywiedlne, czyli ma posta¢ u = ( 0 b

) . Wowecezas

warunki (U) i (TD) implikuja, ze a jest unitarny, a b = a*. Zatem Gg = T.

Jesli z kolei EE = cI, wtedy ¢ € R* i Gg jest izomorficzna z O}, uniwersalng ortogonalna grupa kwantowa
(Przyktad 3.3). Ale wiadomo ([Ban96, Remark]), ze Of; = SU,(2) dla pewnego ¢ € R*. Widzimy zatem, ze dla n = 2
z konstrukcji Woronowicza mozna uzyskaé¢ jedynie dwa typy grup kwantowych.



W [H1] pokazatam, ze grupa kwantowa G, pochodzaca z konstrukcji Woronowicza dla takiego
E. jest generowana przez cztery elementy a, b, z, z, ktore spetniaja warunki: (1) a i b sa elementami
typu grupowego (group-like, czyli A(a) = a®a) oraz sa unitarne i naleza do centrum algebry C(G.);
(2) z i z generuja C*-algebre izomorficzng z C(SU_1(2)), |[Zak91], czyli speliaja relacje:

*

er¥+ 22t =1=a"v+ 22, 22" =22, zz2+z22=0, 2z*+z2z'2=0.

Wynik ten nie tylko potwierdzil, ze G, jest nietrywialng zwarta grupa kwantows, ale takze wskazal
dodatkowa strukture skreconego produktu badanej grupy. Pojecie produktu skreconego grup kwan-
towych zostato wprowadzone w pracy [PW90].

TWIERDZENIE 3.6 ([H1, Corollary 5.1|). Grupa kwantowa G. zwigzana z funkcjq kolorujgcq inwersje
jest produktem skreconym swoich podgrup

Ge = SU_1(2) X, To,
gdzie o : SU_1(2) @ C(Ty) — C(Ts) ® SU_1(2) jest zadane
clea)=a®1, oclr®a)=a®ux, c(z@a)=a"b"a®z (7)
dla a € {1,a,b,a*,b*}.

Dzieki tej strukturze grupa kwantowa G, dziedziczy wiele wlasnosci od grupy SU_;(2);
szczegoOlnosci, pokazatlam [H1, Proposition 6.1], ze nieprzywiedlne x-reprezentacje algebry C(G.
sa tylko jedno- i dwu-wymiarowe — tak jak w przypadku SU_1(2).

w

Moje badania prowadzone nad konstrukcja Woronowicza i proby opisania nowych grup kwan-
towych dla wymiaru n = 3 pokazaly, ze przy zalozeniu warunku permutacji dla tablicy liczb E:

Ei1,i2,i3 #0 wtedy i tylko wtedy (il, ig,ig) € Ss, (P)

konstrukcja Woronowicza bardzo czesto prowadzi do wynikéw trywialnych lub znanych. Zwykle
okazywalo sie, ze algebra generowana jest przez dwa komutujace elementy unitarne (czyli ze mamy
do czynienia z C(T?), algebra funkcji ciagltych na torusie) lub ze reprezentacja fundamentalna
rozklada si¢ na dwa bloki (1 x 112X 2) i pojawia sie struktura grupy U, (2). Poczynione obserwacje
pozwolily mi znalez¢ ogélng metode badania tej konstrukeji (dla wymiaru 3), ktora opiera sie na
wlasnosciach morfizméw splatajacych potegi tensorowe reprezentacji fundamentalnej i zastepuje
dos¢ uciazliwe rachunki stosowane do tej pory. Metode ta opisalam w pracy [H2|.

Aby pokrotce opisaé te metode, przypomne najpierw kilka podstawowych poje¢ oraz kluczowy
wynik Woronowicza z pracy [W88|. Zbior skonczenie wymiarowych reprezentacji ustalonej grupy
kwantowej G = (A, A), czyli macierzy (u;g)7,_; € Mn(A) = A® M, (C) spelniajacych warunek (1),
jest zamkniety (miedzy innymi) na iloczyn tensorowy, zdefiniowany jako

’ nl/

n
/ "
uv = g E Mg @ Mgy @ VjgWst,

Gk=1s,t=1
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gdzie

u = g m]k®vjk, v—g myy, @ wet,

7,k=1 s, t=1

a mj; 1 myg, oznaczaja jednostki macierzowe w M,/ (C) i odpowiednio w M, (C). Operatorem
splatajgcym (ang. intertwiner) miedzy dwoma reprezentacjami u i v grupy kwantowej G, wymiaru
odpowiednio n’ i n”, nazywamy operator liniowy 7 : C* — C™" spelniajacy warunek

uw(T ®id) = (T ®id)v. (8)

Powyzej id oznacza identycznosé na A.

Kazda zwarta macierzowa grupa kwantowa G = (A, u) definiuje tzw. zupetng konkretng W*-
kategorie monoidalng (complete concrete monoidal W*-category) R. W tej kategorii, objektami
sa skoiiczenie wymiarowe unitarne rezprezentacje G, a morfizmami — operatory splatajace miedzy
nimi. S.L. Woronowicz wykazal ([W88, Theorem 1.3|), ze kazda zupelna konkretna W*-kategoria
monoidalna R, w ktorej istnieje wyrdzniony obiekt w i jego sprzezenie u takie, ze razem generuja
kategorie R, pozwala zdefinowa¢ zwarta &mq kwantowa. Wowczas wspolczynniki macierzowe ten-
sorowych poteg wyrdznionego obiektu w (m € N) generuja C*-algebre A, a operatory splatajace
koduja relacje miedzy generatorami.

W przypadku konstrukcji Woronowicza, wychodzi sie od uniwersalnej C*-algebry z jedynka A
generowanej przez n? elementéw w;, (j,k = 1,...,n) speliajacych warunki (U) i (TD). Macierz
u = (ujg)} = stanowi wyrézniony obiekt, a iloczyny tensorowe ©Dm (m € N) (po uzupelnieniu)
tworza, zbiér obiektow kategorii R. Operator

E:C31w Y Ei e ®... 0¢,¢c (CH"

ilw’win

zbudowany na bazie funkcji F, jest podstawowym budulcem przestrzeni morfizméw (czyli opera-
torow splatajacych) — powstaja one jako kombinacje liniowe ztozen odwzorowan posta¢ I ® E® I} i
I, ® E* ® I;. Tak powstaly obiekt jest zupelng konkretng W*-kategoria monoidalna, czyli definiuje
zwarta grupe kwantowa Gp.

Fakt, ze F jest operatorem splatajacym miedzy reprezentacja trywialng a uD3 0znacza, ze
zachodzi warunek skreconego wyznacznika (TD). Zbudowane z niego operatory

P=(E"Q®L)(L®E), Q=(FE"®L)(>r2®FE), T:=(L®R)E

koduja odpowiednio: (nie)rozktadalno$¢ reprezentacji fundamentalnej, relacje komutacji miedzy
dwoma elementami oraz wlasnosci modularne (patrz [H2, Theorem 3.2, Proposition 4.1, Proposition
3.3]). Badanie tych relacji pozwala uzyskac¢ informacje o strukturze grupy kwantowej, a w niektorych
przypadkach — znaczace uproszczenia postaci macierzy fundamentalnej. W konsekwencji wyniki te
prowadza do klasyfikacji grup kwantowych, ktére mozna uzyska¢ za pomoca konstrukcji Woronow-
icza dla n = 3 zastosowanej do funkcji F, ktora przyjmuje niezerowe wartosci tylko (doktadnie) na
permutacjach — jest to najwazniejszy wynik z pracy [H2|.

TWwIERDZENIE 3.7 ([H2, Theorem 2.3]). Niech ¢ := 5. Dowolna grupa kwantowa otrzymana w
wyniku konstrukcji Woronowicza dla wymiaru 3, zastosowanej do funkcji E spetniajgcej warunek
permutacyi (P), jest izomorficzna z jedng z nastepujacych grup kwantowych:

11



1. T? (przemienny torus),
2. Uy(2) dla q € C¥,
3. SUym(3) dla g € C* im € {0, 1,2}, ktdra powstaje przez konstrukcje Woronowicza dla statych

Eio3 =1, E130=q, Enz = qC™, Ea1 = |q|*¢C™, Ez12 = [q]*¢C™, E321 = |q]*¢¢"™,

4. Agrm(3) dla g € C* i k,m € {0,1,2}, ktéra powstaje przez konstrukcje Woronowicza dla
statych

Eio3 =1, Ei30 = q, Enz = qC", Ea1 =(™, E312 =C ™, F391 = q( "

Grupa U,4(2) byta juz znana: dla g € (0,1) zostala zdefiniowana w pracy H.T. Koelinka [Koe91|,
a przypadek ogélny ¢ € C* badali X.X. Zhang i E.Y. Zhao w [ZZ05, Zh06].

Grupa SUg.,(3) jest uogolnieniem kwantowej grupy SU,(3) z Przyktadu 3.4 do zespolonego
(niezerowego) parametru deformacji ¢ (doktadniej: SU,(3) = SU_;0(3) dla ¢ € (0,1)). Latwo
sprawdzi¢, ze dla g # 1 SUymn(3) nie pochodzi od zadnej grupy klasycznej (poniewaz zawiera jako
podgrupe U_,(2)) oraz ze SUg . (3) jest typu Kaca wtedy i tylko wtedy, gdy |¢ = 1. Warto
tez wspomnie¢, ze SUym,(3), jako algebra Hopfa, jest izomorficzna z multi-parametryczna grupa
kwantowa SU_y, p, ., opisana przez T. Hayashi [Hay92, Proposition 6.4].

Zupelnie nowa w powyzszej klasyfikacji jest rodzina grup kwantowych Ay k. (3). Sa one zawszee
typu Kaca. W zaleznosci od tego, czy k + m & 3N czy nie, ich zachowanie bedzie nieco inne. Jesli
k 4+ m ¢ 3N, to grupa kwantowa Ay i, (3) jest podgrupa kwantowej grupy refleksji H§°+. W tym
tez przypadku nieprzywiedlne x-reprezentacje algebry sa nierozerwalnie zwigzane z reprezentacjami
(nieprzemiennego o ile k # m) torusa lub — inaczej mowiac — reprezentacjami algebry (wymiernych)
rotacji Ag. Przypomne, ze Ay jest uniwersalng C*-algebra z jedynka generowang przez dwa elementy
unitarne vy i vy spetniajace relacje vive = 2™ vou; (patrz [AP89], [1]).

TWIERDZENIE 3.8 (|[H2, Proposition 6.11]). Istniejq trzy rodziny nieprzywiedlnych x-reprezentacyi
algebry A = C(Agkm(3)) dla k+m ¢ 3N:

1. reprezentacje jednowymiarowe: m(ui1) = z1, m(uge) = 22, m(ugs) = 2122 @ w(u;;) = 0 dla
i # j, gdzie |z1] = |z2| = 1.

2. reprezentacje zdefiniowane jako
m(u12) = mo(v1), w(ugs) = mo(v2), m(uzr) = ¢ "mp(va07)

im(uij) = 0 w przeciwnym przypadku, gdzie my jest nieprzywieding x-reprezentacjg (wymiernej)

p S _ k-m
algebry rotacji Ag z generatorami vy i ve oraz 0 = *5

3. reprezentacje zdefiniowane jako
m(u13) = mo (w1), w(uz) = mo(w2), m(usz) = ("my (wywy)

i m(uij) = 0 w przeciwnym przypadku, gdzie T jest nieprzywiedlng *-reprezentacjq (wymiernej)

algebry Ay z generatorami wy 1 wo oraz ' = mT_k
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W przypadku, gdy k& + m € 3N, takze mozna pokazaé, ze istniejg *-reprezentacje algebry
Ay —mm(3) zwiazane z torusem nieprzemiennym.

TwIERDZENIE 3.9 ([H2, Proposition 6.14]). Niech o bedzie jedng z permutacji o, = (231) lub
oy = (312) oraz niech Vi 1 Vy bedg operatorami unitarnymi na przestrzeni Hilberta spetniajgcymi
relacje
ViVa = (o) VoA,
gdzie c(o,) = C7™, c(op) = " Wowczas w zdefiniowane jako
m(uio1)) = Vi, m(uge(e)) = Vo, T(uze(z)) = c(@)Va V7', m(uij) =0 w przeciwnym przypadku,
jest x-reprezentacjq algebry Ag —m m(3).

Wérod rodziny A, m(3) sa takze obiekty pochodzace od grup klasycznych, na przyktad Ag _p, m(3)
dla m # 0 ([H2, Remark 6.12]) oraz A, 0,0(3) dla ¢ € R\{—1,0,1} ([H2, Proposition 6.15]). Pokaza-
tam jednak, ze jest takze duzo grup nietrywialnych: dla k+m € 3Nik #m;dlam#0ik=3—-m
orazdlak=m=01i|g/=1,¢ge C\R.

Niektore grupy kwantowe nalezgce do powyzszych rodzin sg izomorficzne. W szczegdlnosci tatwo
sprawdzi¢, korzystajac z Lematu 5.1 w [H2|, ze dla ¢ € C* i k,m € {0,1,2} mamy

SUpm(3) & SUs e, (3).
q b
oraz
Agem(3) = Agem—k g m(3) = A%,S—k,?}—m(?’) = A%Cm—k,3—m,3—k:(3)‘

Podsumowujac ten rozdzial, chcialabym zauwazy¢, ze moje badania konstrukcji Woronowicza
pozwolity nie tylko zdefiniowa¢ nowe grupy kwantowe, w tym SU4(3) z zespolonym parametrem
deformacji q, ale przede wszystkim zrozumieé, ze pomimo wrazenia ogélnosci konstrukcja ta naktada
do$¢ silne wiezy na budowanag grupe kwantows.

3.4 Geometryczne wlasno$ci nieprzemiennych proceséw Lévy’ego na grupach
kwantowych

Niech (A, A, ¢) bedzie *-bialgebra z komnozeniem A i kojedynka e.

DErFINICJA 3.10. Rodzing s-homomorfizméw zachowujacych jedynke (jst)o<s<t, zdefiniowanych na
x-bialgebrze A i o wartosciach w nieprzemiennej przestrzeni probabilistycznej (B, ®) (x-algebra z
jedynka 1z i ustalonym stanem) nazywamy procesem Lévy’ego na A (wzgledem @), jesli spelnione
sa nastepujace warunki:

(1) (wlasnosc¢ sktadania przyrostow) mgo (jst ® juu) © A = jg, dla dowolnych 0 < s < t < u, gdzie
mpg oznacza mnozenie w B;

(7i) (niezaleznos¢ przyrostow) obrazy odpowiadajace roztacznym przedzialom komutuja, tj.
[1st(A), jor(A)] = {0} dla 0 < s < t < & < t/) a wartosci oczekiwane odpowiadajace
roztacznym przedziatom faktoryzujg sie, tj.

D (fsyty(a1)  Jsntn (@n)) = P(Jsyey(@1)) -+ - P(Jsptn (an)),
dla dowolnych n € N, a1,...,a, € Ai10< 351 <t <...<ty;
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(7i1) (stacjonarnos¢ przyrostow) funkcjonalty @g := ® o jg : A — C zaleza tylko od réznicy ¢ — s;
(iv) (staba ciaglosc) li\r‘njst(a) = jss(a) = €(a)lp (wedlug rozkladu) dla dowolnego a € A.
t\s
W analogii do sytuacji klasycznej, z kazdym procesem Lévy’ego (jst)o<s<t zwiazanych jest
kilka obiektow; z doktadnoscia do pewnych utozsamien sa to odpowiedniosci jednoznaczne (wiecej
szczegOlow na ten temat mozna znalezé w [Sch93]). Po pierwsze, funkcjonaly ¢; = ¢po; =

Yst+s, t > 0, tworza stabo ciagla potgrupe splotowa stanéw na A. Dla takiej polgrupy istnieje
tzw. funkcjonal generujgcy 1 : A — C, zwiazany z (¢¢)i>0 wzorem

t? "
pr=exp iy =ttt SPxP kT

Przypomne, 7e € oznacza tutaj kojedynke algebry A. Ponadto ¢ * ¢ = (p ® ¢) o A.

DEeFINICJA 3.11. Odwzorowanie liniowe 1) : A — C nazywamy funkcjonatem generujgcym, jesli jest
e znormalizowane, czyli ¢ (1) = 0;
e hermitowskie, czyli 1 (a*) = v(a) for all a € A;

e warunkowo dodatnio okreslone, czyli ¢¥(a*a) > 0 dla a € kere.

Odwrotnie, poprzez odpowiednio$¢ Schénberga, z funkcjonatem generujacym mozna skojarzyé
poélgrupe splotowa stanow, a nastepnie ([Sch93, Section 1.9]) odzyska¢ proces Lévy’ego.

Dla procesu Lévy’ego (jst)o<s<t 1 zwiazanego z nim funkcjonalu generujacego 1) mozemy takze
utworzy¢ operator liniowy (tzw. operator splotowy) Ty, : A — A, zdefiniowany jako Ty, = (id®)oA,
oraz polgrupe operatorow (tzw. pétgrupe Markowa na A) Ty : A — A,

T,=(d®¢) oA, t>0. 9)
Bardzo waznym w moich badaniach obiektem zwigznym z danym procesem Lévy’ego jest tzw. trojka

Schiirmanna. W og6lnosci moze ona by¢ zdefiniowana na dowolnej x-algebrze z wyréznionym -

charakterem?.

DEFINICJA 3.12. Tréjkg Schiirmanna na (A, ) nazywamy trojke (p,n, 1) ztozong z:

e «-reprezentacji zachowujacej jedynke p : A — L(H) dzialajacej na pewnej przestrzeni uni-
tarnej H;

e p-e-kocyklu n, czyli odwzorowania liniowego n : A — H spelniajacego
n(ab) = p(a)n(b) +n(a)e(b), a,b€ A, (10)
e funkcjonatu liniowego v : A — H spelniajacego warunek

p(ab) = P(a)e(b) + (n(a”),n(b)) + e(a)(b), a,be A (11)

3Tzn. funkcjonalem € : A — C spehiajacym warunki e(ab) = e(a)e(b), e(1a) = 1i e(a*) = &(a) dla a,b € A.
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Majac dany funkcjonal generujacy v zawsze mozemy (poprzez konstrukcje typu GNS, [Sch93])
utworzy¢ trojke Schiirmanna (p,n,); bedzie ona jednoznacznie wyznaczona o ile zalozymy, ze
n(A) jest totalny w H. Z kolei kazdy funkcjonat ¢ z trojki Schiirmann prowadzi do funkcjonatu
generujacego (przez operacje "hermicjanizacji’: 1 +— 1 + 1, gdzie 1 (a) = 9 (a*)).

Dla lepszego zobrazowania, czym sa funkcjonal generujacy i tréjka Schiirmanna danego pro-
cesu, przytocze teraz dwa przyklady — jeden pochodzacy od klasycznego procesu Wienera (ruchu
Browna), a drugi zwigzany z nieprzemiennym analogiem procesu Poissona. Doktadniejsze opisy obu
przyktadow mozna znalezé np. w 2] (Example 2.5 i Proposition 2.8).

PrzYKLAD 3.13. Niech (X¢)>0 bedzie (klasycznym) ruchem Browna z dryfem na przestrzeni prob-
abilistycznej (2, F, P), o wartosciach w R, tzn. dla pewnych parametrow d, o € R mamy
E(eiuXt) _ et(idu—%uQ), u e R.

Niech teraz A = C[z| bedzie uniwersalng x-algebra z jedynka generowana przez jeden, symetryczny
element x = z* i zadajmy na A sturukture %-bialgebry poprzez liniowe i multiplikatywne rozszerze-
nie wzorow A(z) = 2 ® 1+ 1® z, e(x) = 0 (zatem £(p) = p(0) dla p € Clz]). Ponadto niech
B = Pol(X) bedzie algebra generowang przez {X;,t > 0} z wartodcia oczekiwang jako stanem
® = E. Wowczas process klasyczny (X;)¢>o definiuje proces nieprzemienny (jst)o<s<¢ na A = Clz]
o wartosciach w B = Pol(X), wzorem

Jst(z®) = (Xy — X)F, 0<s<t.

Funkcjonal generujacy zwiagzany z tym procesem jest postaci
/ o’ 1
U(p) = dp'(0) + 5-p"(0) dla p € Clz].

Pozostate dwa elementy z trojki Schiirmanna beda wtedy nastepujacej postaci (fatwo sprawdzic, ze
spelnione beda warunki (10) i (11)): reprezentacja p bedzie dziala¢ na przestrzeni H = C wzorem

p(p)(A) =p(0)A, p € Clz],

a kocykl n: A — H bedzie dany wzorem

n(p) = op'(0), p e Cla].
0

PrzYKLAD 3.14. Niech A bedzie x-bialgebra, ¢ bedzie stanem na A, a A > 0 bedzie stala rzeczy-
wista. Wowczas ¥(a) := Me(a)—e(a)], a € A, spelnia warunki definicji 3.11, czyli jest funkcjonatem
generujacym jakiego$ procesu Lévy’ego na A. Proces ten nazywamy (nieprzemiennym) ztozonym
procesem Poissona, a v — generatorem typu Poissona. Trojke Schiirmanna zwigzana z tym procesem
utworza;:

o H = L?(A,p) jest przestrzenia Hilberta powstaly z konstrukcji GNS, a p jest reprezentacja
(lewa) regularna: p(a)[b] = [ab], a € A, [b] € L%(A, ¢);
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o £ € L?%(A,p) jest wektorem cyklicznym w L?(A, ), a kocykl n : A — H definiujemy jako
n(a) = [p(a) — e(a)lE.
Mamy wowczas ¢¥(a) = (£, (p — €)(a)é) g, a € A. Odwrotnie, kazdy funkcjonal generujacy takiej

postaci (dla pewnej x-reprezentacji p i pewnego wektora £ € H) jest generatorem typu Poissona.[]

Podsumowujac ten wstep, mozemy narysowaé¢ nastepujacy schemat obiektéow zwigzanych z
procesami Lévy’ego.

proces Lévy’ego poétgrupa funkcjonat generujacy trojka Schiirmanna
. <~ . <~ <~
(Jst)Jo<s<t stanow (¢ )e>o p: A= C (m,m, L)
I 7
potgrupa operator splotowy
<~
Markova (T})>0 Ty:A— A

Jak wyjasnitam w Podrozdziale 3.3, kazda zwarta grupa kwantowa G = (C(G), A) zawiera w
sobie gesta *-bialgebre A = Pol(G). Poprzez proces Lévy’ego na G rozumiemy proces Lévy’ego na
x-bialgebrze Pol(G) w sensie Definicji 3.10. Zwiazane z procesem Lévy’ego na G polgrupa stanow,
potgrupa Markowa czy funkcjonal generujacy beda zdefiniowane a priori na gestym podzbiorze
C(G). Dotyczy to takze elementow trojki Schiirmanna, ale dla wygody bedziemy pisali tréjka
Schiirmanna na G dla oznaczenia trojki Schiirmanna na (Pol(G),e) w sensie Definicji 3.12. W
tym miejscu warto wspomnie¢, ze gdy G = (C(G),u) jest zwarta macierzowa grupa kwantowa,
to bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze reprezentacja p przyjmuje wartosci w B(H ), algebrze
operator6ow liniowych i ciaglych na przestrzeni Hilberta H. Co wiecej, elementy trojki Schiirmanna
beda wowczas jednoznacznie wyznaczone przez swoje wartosci na generatorach w; (j,k =1,...,n),
czyli wspotczynnikach macierzy u. Wartoséci na jedynce algebry 1 beda zawsze nastepujace: p(1) =
I,n(1)=0ivy(1)=0.

Badanie procesow Lévy’ego na grupach kwantowych stanowi gtéwny cel obszernej (56-stronicowej)
pracy [H3]|, powstatej we wspolpracy z F. Ciprianim i U. Franzem. Ponizej opisuje cztery na-
jwazniejsze tematy poruszane w pracy.

Pierwszym tematem podjetym w pracy [H3] byt zwiazek pomiedzy procesami Lévy’ego na A =
Pol(G) i kwantowymi pétgrupami Markowa na C*-algebrze C(G). Pod tym ostatnim pojeciem
kryje sie silnie ciagla polgrupa operatoréw na A, bedacych catkowicie dodatnimi kontrakcjami,
zachowujacymi jedynke. Udowodnilismy, ze potgrupa Markowa (T3)¢>0 na A (dana wzorem (9))
ma jednoznaczne rozszerzenie do kwantowej potgrupy Markowa na zredukowanej C*-algebrze |H3,
Theorem 3.2|. (Istnieje takze takie rozszerzenie na pelng C*-algebre.) Ponadto wykazalismy, ze
charakteryzacja proceséw Lévy’ego na grupach topologicznych jako tych proceséw Markova, ktore
sa niezmiennicze na translacje w czasie i w przestrzeni, pozostaje w mocy w kontekscie zwartych
grup kwantowych.

TWIERDZENIE 3.15 (|H3, Theorem 3.4|). Niech G = (C(G),A) bedzie zwartq grupa kwantowq i
niech (1T})i>o0 bedzie kwantowq pétgrupa Markowa na C(G). Wtedy (T;)i>0 pochodzi od (wyznac-
zonego jednoznacznie) procesu Lévy’ego na Pol(G) wtedy i tylko wtedy, gdy T; jest niezmienniczy na
translacjie wzgledem kommnozenia dla t > 0, tzn.

AoT,=(id®T;) o A.
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Drugim tematem podjetym w pracy [H3] byto badanie dwoch rodzajow symetrii kwantowych
potgrup Markowa zwigzanych z procesami Lévy’ego, a jednym z efektéw byto znalezienie tadnej
ich charakteryzacji w jezyku wlasnoéci funkcjonatéow generujaych. Rozwazane symetrie to quantum
detailed balance oraz symetria KMS, badane juz wczesniej w kontekscie C*-algebr i algebr von
Neumanna (|?], [BR97], [FUO7] to tylko kilka wybranych pozycji). W naszej sytuacji, pochodzg one
od dwoch zanurzen A = Pol(G) w przestrzeri L2(A, h).

Niech L?(A,h) oznacza przestrzeri Hilberta pochodzaca z konstrukeji GNS dla stanu Haara h
i niech &, oznacza wektor cykliczny, zatem h(a) = (&,,a&p) 2. Niech i : A — L%(A,h) bedzie
zanurzeniem (injektywnym homomorfizmem) A w L2(A, h). Powiemy, ze operator T : A — A jest
i-symetryczny, jesli

(i(a),i(Th)),, = (i(Ta),i(b)),», a,be A

Jedli bedziemy rozpatrywaé naturalne zanurzenie
in: A3 a—al, € L2(A,h), (12)

to ip-symetria operatorow T3, ¢t > 0, oznacza doktadnie, ze polgrupa Markova (T}):>0 speinia
warunek quantum detailed balance, tj.

h(aTy(b)) = h(Ti(a)b) dla a,be€ A, t>0. (13)
7 drugiej strony, jesli rozwyzamy zanurzenie symetryczne

is 1A arris(a) =0_:(a)éy € L*(Ah), (14)

gdzie (0¢)ier jest grupa automorfizméw modularnych (strona 5), to is-symetria operatoréw 7} oz-
nacza symetrie KMS potgrupy (7;):>0, czyli

h(aT(b)) = h(o'% (b)Tt(o*_%-(a))) dla a,be A, t>0. (15)

Okazuje sie, ze oba warunki moga by¢ wygodnie scharakteryzowane poprzez pewne niezmien-
niczosci funkcjonatu generujacego.

TwIERDZENIE 3.16 ([H3, Theorem 4.11]). Niech (T3)¢>0 bedzie ptgrupg Markowa procesu Lévy’ego
na A z funkcjonatem generujgcym 1.

(a) (Ti)t>0 spetnia warunek quantum detailed balance (13) wtedy i tylko wtedy, gdy o S = 1
(powiemy wtedy, ze 1) jest GNS-symetryczny ).

(b) (Ti)i>0 jest KMS-symetryczna (15) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ o R = (powiemy wtedy, ze
jest KMS-symetryczny ).

Unitarna koodwrotnoé¢ R, pojawiajaca sie w powyzszym twierdzeniu, posiada duzo lepsze
wlasnosci niz zwykla koodwrotnoéé¢ S: zachowuje dodatniosé, jest hermitowska i idempotentna
(R? = 1). Dzieki temu zachowuje takze funkcjonaty generujace — mozemy zatem przeksztalcié
dowolny funkcjonat generujacy ¢ do funkcjonatu ¥ + ¥ o R, ktéry ponadto jest KMS-symetryczny
[H3, Proposition 5.1]. W [H3, Theroem 5.4| przedstawiliémy przeksztalcenie trojki Schiirmanna
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odpowiadajace transformacji ¢ — ¥+ o R. W szczegdlnosci pokazalisémy, ze jesli n jest kocyklem
dla 1, to funkcjonatowi 1 o R odpowiada kocykl postaci 7j(a) = t[n(R(a*))], gdzie ¢+ : H — H
jest kanonicznym izomorfizmem na, przestrzen sprzezona H. Wynik ten wykorzystaliémy pozniej do
uproszczenia warunku na wlasnos¢ Haagerupa dyskretnych grup kwantowych (patrz strona 25).

Trzeci wazny temat opisany w [H3| to charakteryzacja potgrup Markova niezmienniczych wzgle-
dem sprzezenia (ad-niezmienniczych). Odwzorowanie T : A — A nazywamy ad-niezmienniczym,
jesli

(id®T)oad =adoT,

gdzie ad : A — A® A, ad(a) = aq)S(a@z)) ® a(g) (korzystam z notacji Sweedlera). W [H3,
Corollary 6.8] pokazalismy, ze potgrupa Markova (7}); jest ad-niezmiennicza wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadajacy jej funkcjonalt generujacy 1 spetnia warunek

(id® ) oad =la. (16)

Funkcjonaly ad-niemiennicze, czyli spelniajace warunek (16), moga by¢ scharakteryzowane jako
elementy centrum przestrzeni dualnej A’ patrz [H3, Proposition 6.2], co potwierdza intuicje, ze sa
to analogony miar centralnych na klasycznych grupach Liego. Zauwazylismy tez, ze funkcjonal jest
ad-niezmienniczy wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ = (¢ ® h) o ad [H3, Proposition 6.7(c)]. Co wiecej,
odwzorowanie

ad*: A’ >+ (p@h)oad € A’

jest surjekcja na przestrzen przestrzen funkcji ad-niezmienniczych [H3, Proposition 6.6 i 6.7(c)].
Niestety, nie musi ono zachowywa¢ funkcjonaléw generujacych. Sytuacja jest lepsza, gdy G jest
typu Kaca (czyli gdy stan Haara jest sladem) — wowczas ad” staje sie czym$ w rodzaju warunk-
owej wartosci oczekiwanej (zachowuje dodatnios¢, jest idempotentem). Obserwacja ta potaczona
z wynikiem M. Brannana [Bral2, Corollary 4.3], pozwolita znalez¢ kompletng klasyfikacje ad-
niezmienniczych funkcjonalow generujacych proceséw Lévy’ego na wolnej grupie ortogonalnej O,

TWIERDZENIE 3.17 ([H3, Theorem 10.2]). Ad-niezmiennicze funkcjonaty generujgce na Pol(O;") sq

postact R
L=Lo(id®h)oad

z L zdefiniowanym na Pol(O,)o = Pol([—n,n]) jako

" fx) = f(n)

n—x

Lf =-bf'(n) + dv(x)

—-n
dla pewnej liczby rzeczywistej b > 0 1 pewnej skoticzonej miary v na [—n,n] z v({n}) = 0.

Ostatni z waznych tematow pracy |[H3|, o ktorym chciatabym wspomnie¢, to konstrukcja pol-
grupy Markova, ktora koduje geometryczne wtasnosci grupy kwantowej, na ktorej zyje. Wiadomo
byto (na przyktad z wyktadow F. Ciprianiego [Cip08|), ze skutecznym sposobem polaczenia grup
kwantowych z geometria moze by¢ teoria potencjatu (czyli formy Dirichleta na algebrach Cx- i von
Neumanna). W naszej pracy, z F. Ciprianim i U. Franzem, wychodzac od GNS-symetrycznego
procesu Lévy’ego (i funkcjonalu generujacego) skonstruowaliémy ciag obiektow prowadzacy (przy
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dodatkowych zaltozeniach) do operatora Diraca i trojki spektralnej. Obiekty te pozwolity na whacze-
nie do badan grup kwantowych szerokiego zakresu metod nieprzemiennej geometrii, stworzonej przez
A. Connes’a [Con94|.

Zaczelismy od wyznaczenia ezplicite struktury form Dirichleta zwiazanej z KMS-symetrycznymi
funkcjonatami generujacymi na ustalonej grupie kwantowej.

TWIERDZENIE 3.18 ([H3, Theorem 7.1]). Niech ¢ bedzie KMS-symetrycznym funkcjonatem generu-
jacym procesu Lévy’ego na A (czyli o R =), i niech Ty, = (id ® ) o A on A. Wowczas forma
kwadratowa &y, zdefiniowana jako

Eplin(a)] = <is(a),is(—T¢(a))>L2(A’h) =—h(a*(oc_i oTyo a%)(b))

4

na dziedzinie

D(Ey) = {is(a) € L*(A,h) : a € D(Ty) and Eylis(a)] < oo}
jest domykalna i jej domkniecie jest formq Dirichleta.

W powyzszym twierdzeniu, ¢j, oraz i sa naturalnym i, odpowiednio, symetrycznym zanurzeniem
Aw L?(A,h), patrz (12) i (14).

W przypadku, gdy 1 jest GNS-symetryczny (czyli oS = v), dostajemy Eplin(a)] = —h(a*Ty(a)),
bo Ty, komutuje z analitycznym rozszerzeniem grupy automorfizméw modularnych (0;).ec. W [H3,
Corollary 7.4] zauwazylismy, ze zwigzana z takim funkcjonalem forma pottoraliniowa 5¢ na A,
zdefiniowana wzorem & (a,b) = —h(a*Ty (b)) dla a,b € A, moze byc scharakteryzowana warunkiem

Eu(a, D)1 = (m. @ E)(A(a), A(B)), a,b€ A,

gdzie my(a,b) = a*b.

Nastepnie pokazaliSmy, ze z forma Dirichleta £, mozna skojarzy¢ operator rézniczkowania 0,
ktory umozliwia zadanie rachunku rozniczkowego na C*-algebrze C(G). Co wiecej, forma Dirichleta
jest wowczas dana jako uogoélniona catka Dirichleta

. 1
Exlin(a)] = 510a]?, e A
Korzystajac z tego rézniczkowania, zdefiniowalismy w [H3, Proposition 8.3] operator Diraca D,

zasadniczo postaci
0 o0
Dﬁ<8*0>,

ktorego widmo (spektrum) jest wyznaczone przez widmo formy &,. Pokazalismy takze w [H3, The-
orem 8.4|, ze operator Diraca D stanowi czes$¢ pewnej trojki spektralnej (by¢ moze z nietrywialnym
jaderem) kernel-degenerate), wzgledem ktorej elementy algebry A = Pol(G) sa lipschitzowskie.

Nasz konstrukcja w istotny sposéb wykorzystuje elementy tréjki Schiirmanna zwiazanej z gen-
eratorem procesu (opisanie tutaj szczegotow wymagalto by wprowadzenia duzej iloéci notacji). Warto
tez wspomniedé, ze zatozenie o GNS-symetrii gwarantuje odpowiednie wtasnosci domykalnosci rézniczkowa-
nia, niezbedne do wykazania, ze D jest samosprzezony i ze widmo laplasjanu Diraca D? z doklad-
noscia do zera pokrywa si¢ z widmem generatora Ty, (widzianym jako operator na L*(A, h)).

W pracy |H3| opisalismy tez dwa przyklady funkcjonalow, ktore prowadza do trojek spektral-
nych.
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PRrRzZYKEAD 3.19 ([H3, Section 11.2]). Niech G = SU,(2), ¢ € (0,1) i niech « i v oznaczaja stan-
dardowe generatory C(SU,(2)), patrz Przyktad 3.4. Rozwazmy *-reprezentacje p : C(SU,(2)) —
??(N x Z) zadana na generatorach:

m(a)ern = Wek—l,n (k>1), m(a)eon =0,

7T(’}/)ek,n = qkek,n—la

gdzie {ex; k > 0,n € Z} jest standardowa baza ortonormalna ¢?(N x Z). Dla ustalonego 0 < A < 1
definiujemy wektor vy = >_72 A¥ey o i generator typu Poissona (patrz Przyktad 3.14)

pa(a) = (v, (1 —e)(a)vy).

Zwiazany z nim kocykl ny(a) = (7 — €)(a)vy jest jednoznacznie zdefiniowany przez wartosc, jaka
przyjmuje na o (patrz [SS98, Lemma 3.2]). Wykazalismy, ze gdy A — 17, to na(a*) dazy do
pewnego wektora vs, € £2(N X Z), voo = limy_,;- nx(a*). Wektora tego uzywamy nastepnie do
zdefiniowania ’granicznego’ kocyklu 7, czyli ktadziemy n.(a) = (7 — €)(a)ve. WoWczas mozna
pokazac, ze

Yoo(ab) = (Noo(a™), Moo (b)), a,b € kere

jest poprawnie zdefiniowanym funkcjonalem generujacym. Jest on ponadto GNS-symetryczny [H3,
Proposition 11.3] i nieograniczony [H3, Proposition 11.4]. W swietle Twierdzenia 8.4 z [H3| definiuje
on trojke spektralng na Pol(SU,(2)).0

PRZYKEAD 3.20 ([H3, Remark 10.4]). Niech G = O;f i niech (u(*)) ey 0znacza rodzine nieréwnowaznych
unitarnych nieprzywiedlnych reprezentacji O,F. Niech ponadto (Us)sen 0znacza rodzine wielomi-
anow Czebyszewa drugiego rodzaju (Up(x) = 1, Ui(x) = =z, Ug(z) = aUk_1(x) — Ug—o(x)). Ad-
niezmienniczy funkcjonal ¢ opisany w Twierdzeniu 10.2 z |H3|, zwiazany ze stalag b = 1 i miara

v = 0, dziata na wspotczynnikach nieprzywiedlnych reprezentacji O, jako

s U,
() = USEZ;,S eN.

Jako funkcjonal dzialajacy diagonalnie na macierzach ul®, 1) jest takze GNS-symetryczny [H3,

Remark 4.7]. Operator splotowy Ty, indukowany przez v i widziany jako operator na L?(A,h),

ma wartosci wlasne A\ = —%EZ% o krotnosci my = (Us(n))z, s € N. Wartosci te sa dyskretne

i nieograniczone (rosna jak s?), wiec ¢ — zgodnie z Twierdzeniem 8.4 z |[H3| — definiuje trojke
spektralng na Pol(O;}).

Mozemy policzy¢ wymiar spektralny takiej trojki spektralnej (czyli infimum po d > 0 takich, ze
S ms(—As) ™% < +00). Dostajemy wowczas d = 3 dla n = 2 oraz d = +oo dla n > 3. Wynik
dla przypadku n = 2 zgadza sie z faktem, ze O = SU_;(2), a grupa SU_1(2) ma realizacje jako
algebra funkcji na trojwymiarowej grupie Liego SU(2) (patrz [Zak91]).O]

Kontynuacja naszych badan nad symetriami procesow Lévy’ego byla praca [H5|, wspoélna z
U. Franzem i A. Skalskim, ktora zawiera obszerne wprowadzenie do tematyki proceséw Lévy’ego na
grupach kwantowych i zwigzanych z nia problemoéw badawczych (czes¢ przegladowa) oraz rozwiaza-
nia tych probleméw w przypadku grupy S (czes¢ oryginalna). Na razie opisze wyniki dotyczace
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wlasnosci symetrii i ad-niezmienniczosci dla przypadku grupy S,. Warto sobie u§wiadomié, ze na
ST nie rozrézniamy juz miedzy GNS- a KMS-symetria, poniewaz (jak wspomniatam w Przyktadzie
3.2) S;t jest typu Kaca, wiec S = R.

W [H5, Corollary 8.6] udowodnilismy, ze kazdy funkcjonal generujacy jest jednoznacznie wyz-
naczony przez *-reprezentacje p algebry C(S;7) na jakiej$§ przestrzeni Hilbert H oraz zestaw n
wektorow &1, ...,&, € H spelniajacych warunek p(p;r)€; = p(pjr)&r (Wiecej na ten temat ponizej,
przed Twierdzeniem 3.28). W pracy badaliémy funkcjonaly generujace, ktorych reprezentacje z
trojek Schiirmanna maja posta¢ macierzy Fouriera lub macierzy blokowej, i dla nich podaliémy
warunki na symetrie w jezyku relacji miedzy p i wektorami & [H5, Proposition 10.3 oraz Theorem
10.4]. WykazaliSmy tez, ze maksymalna relacja cykliczna, tj.

[0 Iy 0O ... 0 0]
0 0 Ig ... 0 0
Sw)=| i i 17
o) 0 0 0 ... Iy O {7
0 0 0 ... 0 Iy
Iy 0 0 ... 0 0

nie posiada zadych symetrycznych funkcjonatéw generujacych.
Analogicznie do przypadku O, podalismy takze klasyfikacje ad-niezmienniczych funkcjonalow
generujacych na S,

TWIERDZENIE 3.21 ([H5, Theorem 10.10]). Ad-niezmiennicze funkcjonaty generujgce na Pol(S;)
sq postaci

L=Lo(id®h)oad,

przy czym L jest zdefiniowane na Pol(S;")o = Pol([0,n]) wzorem

Lf =—af'(n)+ /On Wdy(x)

n
gdzie a > 0 jest liczbg rzeczywistq, a v jest miarg skoriczong na [0, n].

W dowodzie uzylismy wyniku M. Brannana [Bral3| o izomorficznosci algebry funkeji centralnych
na S;7, Pol(S;1)o, z algebra wielomianoéw na [0, n], Pol([0, n]).

Podsumowujac ten fragment moich badan, chciatabym podkresli¢, ze nasze wyniki ustanawiaja
nowe potlaczenie miedzy probabilistka (procesami Lévy’ego) a geometrig (operator Diraca, trojka
spektralna) dla zwartych grup kwantowych. Opisujemy tez konkretne przyktady funkcjonatow,
ktore prowadza do trojek spektralnych na O;f i na SU,(2) (Przyktady 3.20 i 3.19).

Chociaz nasza gtéwna motywacja do badania kwantowych proceséw Markova bylo ich potenc-
jalne uzycie do opisu dynamiki otwartych systemow kwantowych (ang. quantum open systems), to
nasze wyniki stuza wspoélnocie matematycznej takze do badan hiperkontraktywnosci (nieprzemien-
nych) potgrup ciepla oraz wlasnosci sredniowalnosci i wtasnosci Haagerupa algebr grup kwantowych
(np. [CS15], [?], [CS1T7], [FH1T]).
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3.5 Rozklad Lévy’ego-Chinczyna na zwartych grupach kwantowych

Od lat 30-tych XX wieku wiadomo, ze generatory klasycznych proceséow Lévy’ego na R™ moga by¢
opisane za pomoca formuty Lévy’ego-Chinczyna: (Xi;);>o jest procesem Lévy’ego na R™ wtedy i
tylko wtedy, gdy jego funkcja charakterystyczna

dx(u) ::/ )y (dx), ueR",

jest postaci

dx (u) = expnx (u), nx(u) =i(b,u) — %<u, ou) + / (=1 =i, y) 1)y <1 )v(dy)

dla pewnych b € R™ macierzy dodatnio okreslonej o € M, (R) i tzw. miary Lévy’ego v na R™.
Pierwszy wyraz powyzszej sumy nazywany jest dryfem, a drugi — dyfuzjg. Jesli v = 0, to dostajemy
funkcje charakterystyczng ruchu Browna z dryfem (patrz Przyktad 3.13). Jeslib =010 =0, to ¢x
jest granica funkcji charakterystycznych ztozonych procesow Poissona (jest to tzw. czes¢ skokowa).

Uogolnieniem tego rezultatu jest wzér Hunta dla zwartych grup Liego (|[Hun56|, takze |Li04],
[App05]). Niech G bedzie zwartg grupa Liego, niech { X7, X», ..., X4} bedzie ustalong baza algebry
Liego g i niech z1,x9,...24 € C°(G) beda lokalnymi wspolrzednymi tej bazy, tzn. X; = % w
elemencie neutralnym e. Woéwczas dowolny funkcjonat generujacy ¢ na G jest postaci

d

d
) = DaXif(©)+5 D apX;Xif(e)

i=1 G k=1
d

— f(e) — z; () X; f(e) | v(d

4 /G - (f(g) fle) = Ll Xis( >) (dg)

dla f dwukrotnie rézniczkowalnych. W powyzszym wzorze c¢; i aji sa stalymi rzeczywistymi,
(a]-k);l x—1 jest macierzg symetryczng, dodatnio okreslong, a miara v na G spetnia warunki

d
14 R¥& = LEZI/ xXO 14 o0
({e}) =0, /UZ 24y < 00, U(G\T) <

dla dowolnego otoczenia U elementu e w G. Podobnie jak w przypadku wzoru Lévy’ego-Chinczyna,
tutaj takze czes¢ liniowa i kwadratowa (pierwsze dwa wyrazy wzoru na ¢(f)) opisuja ruch Browna
z dryfem (czesé ciagla), a catka wzgledem v — czes¢ skokows.

Oba wyniki mozna odczytywaé na dwa sposoby. Z jednej strony pozwalaja one na klasyfikacje
proceséw Lévy’ego, np. dla R” mamy jednoznacza odpowiednio$¢ miedzy procesami a tréjkami
(b,0,v). 7 drugiej strony mozna je traktowaé jako twierdzenie o rozkladzie kazdego generatora
procesu na cze$¢ pochodzaca od ruchu Browna (z ciagltymi trajektoriami) oraz cze$¢ skokowa (nie
zawierajaca ciagltych trajektorii).

Problem istnienia podobnego rozktadu dla proceséw Lévy’ego na x-bialgebrach byl po raz pier-
wszy badany przez Schiirmanna w latach 90-tych XX wieku, [Sch90]. W tym kontekscie problem
staje sie “nielokalny” — nie mozemy moéwi¢ o trajektoraiach ani o ich cigglosci. Z grubsza moéwiac,
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chcielibyémy po prostu wiedzie¢, czy kazdy funkcjonal generujacy da sie zapisaé jako sume dwéch
funkcjonalow generujacych, z ktorych jeden jest maksymalnie gaussowski (maksymalnosé oznacza,
ze pozostala czes¢ nie ma juz czesci gaussowskiej). W tym celu potrzebujemy oczywiscie pojecia
generatora gaussowskiego.

DEFINICJA 3.22. Niech A bedzie x-bialgebra z kojedynka . Funkcjonal generujacy v : A — C
nazywamy gaussowskim, jesli znika na potréjnych iloczynach elementéw z jadra kojedynki, czyli
Y(abe) = 0 o ile tylko a,b,c € kere.

Jesli (p,m, 1) jest trojka Schiirmanna zwigzana z 1, to v jest gaussowski wtedy i tylko wtedy, gdy
reprezentacja p jest postaci p(a) = e(a)Ig (a € A) lub, réwnowaznie, jesli kocykl n jest gaussowsks,
tzn. n(a) = e(a)n(b) + n(a)e(b) dla kazdego a,b € A ([Sch93, Proposition 5.1.]). Funkcjonal v i
kocykl n opisane w Przyktadzie 3.13 sa gaussowskie.

Latwo sprawdzié¢, ze majac dany funkcjonal generujacy ¢ i zwiazana z nim tréjke Schiirmanna
(p,m, 1), reprezentowana na przestrzeni Hilberta H, mozemy zawsze wydzieli¢c z H maksymalng
podprzestrzen gaussowska Hg, tj. najwieszka przestrzen, na ktorej p dziata jako e(-)Iy. Wowczas
H¢ jest redukujaca dla p i reprezentacja oraz kocykl maja rozktad na

pc = plag, PN = plts p=pc @ py  oraz ng = Pen, ny = (I — Pa)n, 1 =1 © 1y

gdzie Pg oznacza projekcje na Hg. Co wiecej, ng jest kocyklem gaussowskim, a ny jest kocy-
clem czysto nie-gaussowskim (tzn. (Hy)g = {0}). Jedli istnieja funkcjonaly generujace ¥g i ¥y
takie, ze (pg,na, V) 1 (pn, N, ¥N) sa trojkami Schiirmannas, to mowimy, ze ¢ posiada rozktad
Lévy’ego-Chinczyna. Zwroémy uwage na to, ze ¢ odpowiada kocyklowi, ktéry ma trywialng czesé
Gaussowska — w tym sensie 1 jest maksymalny gaussowski.

Nasz problem polega teraz na sprawdzeniu, czy kazdy funkcjonal generujacy (na danej x-
bialgebrze) posiada rozktad Lévy’ego-Chinczyna. W zasadzie problem sprowadza sie do uzupelnienia
dwoch par: (pg,ng) i (pn,nn) do trojek Schiirmannas. Latwo zreszta pokazaé, ze jesli jedna z
tych par moze by¢ uzupemliona do tréjki Schiirmanna, to druga takze i wtedy 1 bedzie posiadac
rozklad Lévy’ego-Chinczyna. Ogolnie jednak dla dowolnej pary (p,n), zlozonej z x-reprezentacji
i p-e-kocyklu, moze to by¢ niemozliwe (prosty przyklad zostal podany w [Ske99, Example 2.1]).
Dlatego wygodnie jest bada¢ nie tylko samo istnienie rozkladu, ale takze dwie inne wlasnosci (patrz
[FGT15|, takze |[Sch90| przy innych oznaczeniach):

DEFINICJA 3.23. Powiemy, ze *-bialgebra A ma wtasnosé:

e (GC), jesli dowolny kocykl gaussowski n : A — H moze by¢ uzupelniony do trojki Schiir-
manna (£(-)id, 7, ¥);

e (NC), jesli dowolna para (p,n) ztozona z *-reprezentacji p : A — B(H) i p-e-kocyklu czysto
nie-gaussowskiego (Hg = {0}) moze by¢ uzupetniona do trojki Schiirmanna (p, n,¥);

e (LK), jesli dowolny funkcjonal generujacy na A posiada rozklad Lévy’ego-Chinczyna.

Problem istnienia rozktadu Lévy’ego-Chinczyna dla proceséw Lévy’ego na danej x-bialgebrze
mozna zatem sformulowac jako pytanie: ktore x-bialgebry maja wlasnos¢ (LK)? W Swietle uwag
sprzed definicji, jesli A posiada wtasnosé¢ (GC) lub (NC), to takze posiada wlasnosé¢ (LK).
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M. Schiirmann [Sch90] udowodnit, ze rozktad Lévy’ego-Chinczyna istnieje na dowolnych przemi-
ennych x-bialgebrach oraz na algebrze Browna-Glocknera-von Waldenfelsa K (n). Algebra K(n) to
2 (niekomutujacych) elementow zj; (j,k =
1,2,...n), spelniajacych relacje kodujace unitarnos¢ macierzy x = (1)}, € Mp(K(n)): za* =
I = z*x. Zwroce tu uwage na fakt, ze K(n) nie jest grupa kwantowa, a jedynie kwantowym
odpowiednikiem poélgrupy (macierz x is nie jest odwracalna w M, (K (n))).

W 1998, M. Schiirmann i M. Skeide [SS98| pokazali, ze kazdy funkcjonal generujacy na grupie
kwantowej SU,(2) (¢ € (—1,1) \ {0}) posiada rozktad Lévy’ego-Chinczyna. Przez ponad dziesiet
kolejnych lat nie nastapil zaden postep w badaniu wtasnosci (LK), w szczegolnosci nadal nie
wiadomo, czy posiadaja ja grupy SU,(n) dla n > 3.

Pierwszy przyktad x-bialgebry, ktore nie ma wtasnosci (LK) zostal znaleziony w roku 2015
przez U. Franza, M. Gerholda i A. Thoma [FGT15, Proposition 4.3]. Jest to algebra grupowa
podstawowej grupy domknietej, zorientowanej powierzchni o genusie co najmiej 2. Jest to zatem
x-bialgebra koprzemienna.

Moj wktad w badania problemu istnienia rozktadu Lévy’ego-Chinczyna jest nastepujacy:

uniwersalna *-algebra z jednynka generowana przez n

(a) W 2015, w artykule [H4|, pokazalismy (wspolnie z B. Dasem, U. Franzem i A. Skalskim),
ze funkcjonaly generujace zdefiniowane na *-algebrach Hopfa i spelniajace pewne warunki
symetrii zawsze posiadaja rozkltad Lévy’ego-Chinczyna.

(b) W 2016, udowodnilismy w [H5] (wspolnie z U. Franzem i A. Skalskim), ze wolna grupa per-
mutacji S, nie posiada niezerowego generatora gaussowskiego, wiec — trywialnie — ma wlas-
nosé¢ (LK). Ten rezultat zostal pozniej uogolniony przez J Bichona, U. Franza i M. Gerholda
[BFG17] na algebry S3,/(uD = Du), gdzie D jest macierza zespolona. Dla odpowiednio do-
branych macierzy D dostajemy jako szczegblne przypadki kwantowe grupy refleksji oraz grupy
kwantowych automorfizméw grafow. Wyniki z [BFG17| pokazuja takze, ze S, ma wtasnosci
(GC) oraz (NC).

(c) W 2018, wykazalismy w [H6] (wspoélnie z B. Dasem, U. Franzem i A. Skalskim), ze uniwersalne
unitarne i ortogonalne grupy kwantowe U} i Of maja wlasnosci (GC) i (LK), o ile F*F ma
tylko jednokrotne wartosci wlasne. W drugiej strony, udowodnilisy, ze U,S (d > 2) i O;}
(d > 3) nie maja zadnej z wlasnosci (GC), (NC) czy (LK). Chciatabym podkresli¢, ze rodziny
wolnych grup kwantowych UJ i O:{ stanowig pierwszy znany przykltad niekoprzemiennych
(czyli takze nietrywialnych) grup kwantowych bez rozktadu Lévy’ego-Chinczyna.

Ponizej prezentuje doktadniejszy opis wspomnianych powyzej rezultatow.

3.5.1 Symetryczne funkcjonaly generujace

Przy okazji badania wtasnosci (T) Kazhdana dla dyskretnych grup kwantowych, D. Kyed wykazal
(powotlujac sie na nieopublikowane notatki R. Vergnioux), ze rzeczywiste kocykle zawsze posiadaja
funkcjonaly generujacye [K11, Theorem 4.6]. Bycie “rzeczywistym” jest tam rozumiane jako specy-
ficzna interakcja z koodwrotnoscia S algebry Pol(G) (patrz Definicja 3.25 ponizej dla przypadku
a = id). W [H4] uogolnilismy wynik Kyeda (i Vergnioux) do sytuacji, w ktorej warunek rzeczy-
wistosci jest dodatkowo zaburzony (skrecony) przez odwzorowanie nazwane przez nas bijekcjg do-
puszczalng.
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DEFINICJA 3.24. Niech A bedzie x-algebra Hopfa. Odwzorowanie o : A — A nazywamy bijekcig
dopuszczalng, jesli spetnia nastepujace warunki:

(1) a jest homomorfizmem;

(2) ao* oo™ =id;

(3) (a®@a)oA=Aoaq;

(4) odwzorowanie liniowe (id + «) : A — A jest bijekcja;

(5) odwzorowanie liniowe (id®id+a®a): A® A — A® A jest bijekcja.

Dwa przyklady bijekcji dopuszczalnych na A = Pol(G) to: identyczno$é¢ oraz automorfizmy
skalujace (ang. scaling automorphisms) 7, t € R (patrz strona 5, z ktorych szczegélna role gra

T,i/2.

DEeFINICJA 3.25. Dla danej bijekcji dopuszczalne] o : A — A, zlozenie S, = S o a nazywamy
a-skrecong koodwrotnodcig. Powiemy, ze kocykl n: A — D jest a-rzeczywisty, jesli

(n(a),n(b)) = (n(Sa(b)"),n(Sa(a™))), a,be A.

Latwo sprawdzi¢, ze jesli funkcjonal generujacy v jest Sy-niezmienniczy, tzn. ¥ o S, = ¥,
to zwiazany z nim (przez trojke Schiirmanna i warunek (11)) kocykl jest a-rzeczywisty ([H4,
Lemma 2.3]). Glowna nowoscia w [H4| jest odwrocenie tej implikacji, czyli wykazanie, ze kazdy
a-rzeczywisty kocykl posiada funkcjonal generujacy, ktory jest S,-niezmienniczy.

TWIERDZENIE 3.26 ([H4, Theorem 2.7]). Niech A bedzie x-algebra Hopfa, oo : A — A bedzie bijekcjq
dopuszczalng i niech n bedzie a-rzeczywistym kocyklem na A. Wowczas wzor

$((id + )(a)) = ~Sa(a) ). m(alae)) = —(n(ala)) n(Salam)). ()
definiuje Sq-niezmienniczy funkcjonat generujacy v spetniajgey (11).

Definicja v jest poprawna: id + « jest bijekcja i mozna pokazac, ze oba wzory z prawej strony
(18) sa rowne. Waznym krokiem dowodu jest obserwacja, ze a komutuje z operatorem brzegowym
tj., aod=do(a®a), gdzied: A®Q A— A,

d(a ®b) =e(a)b—ab+ ae(b), a,be A.

Powyzszy rezultat jest blisko zwiazany z pytaniem o istnienie rozkladu Lévy’ego-Chinczyna.
Mianowicie pozwolil on pokazac¢ [H4, Theorem 3.4], ze kazdy proces Lévy’ego, ktorego funkcjonal
generujacy jest Sy-niezmienniczy, pozwala na ekstrakcje jego maksymalnej czesci gaussowskiej, za-
tem posiada rozktad Lévy’ego-Chinczyna. Glowym elementem w dowodzie, poza Twierdzeniem
3.26, bylo wykazanie, ze maksymalny kocykl gaussowski ng kocyklu a-rzeczywistego takze jest
a-rzeczywisty [H4, Lemma 3.3].

Twierdzenie 3.26 okazato si¢ mie¢ takze inne ciekawe zastosowanie. Dzieki niemu udato sie nam
|H4, Theorem 3.6] uprosci¢ charakteryzacje wtasnosci Haagerupa dla dyskretnych grup kwantowych.
W [DFSW16, Theorem 7.23] pokazano mianowicie, ze dyskretna grupa kwantowa G ma wlasnosé
Haagerupa, jesli jej dualna (zwarta) grupa kwantowa G posiada rzeczywisty wtasciwy kocykl. My za-
uwazylismy, ze do wykazania wlasnosci Haagerupa wystarczy znalez¢ kocykl wlasciwy (niekoniecznie
rzeczywisty). W dowodzie, kocykl wlasciwy, ktorego istnienie zaktadamy, symetryzujemy do n + 7
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(operacja opisana w [H3, Theorem 5.4], definicja 7 jest podana na stronie 18). Nastepnie wykazu-
jemy, ze taki zsymetryzowany kocykl jest 7; p-rzeczywisty, czyli zgodnie z Twierdzeniem 3.26 posiada
funkcjonal generujacy, do ktorego nastepnie stosujemy procedure usredniania (z dowodu Proposi-
tion 7.17, [IDFSW16]|). W ten sposob uzyskujemy S-niezmienniczy wtasciwy funkcjonal generujacy,
a zwigzany z nim (przez trojke Schiumanna) kocykl jest wlasciwy i rzeczywisty.

3.5.2 Wolna grupa permutacji

Praca [H5| skupia si¢ na badaniu proceséw Lévy’ego na grupie S;F. Cze$¢ oryginalna tej pracy
zaczyna sie jednak od waznego rezultatu natury ogélnej — podajemy warunek konieczny i wystar-
czajacy na to, aby tréjke Schiirmanna mozna byto przeniesé z algebry na jej iloraz.

LeMAT 3.27 (|H5, Lemma 5.8]). Niech B bedzie x-algebrq generowang przez rodzine elementdw
ai,...,an, niech € bedzie x-charakterem na B i niech (p,n,v) bedzie tréjkg Schirmanna na (B,e).
Niech ponadto A bedzie ilorazem B przez obustronny ideat gemerowany przez samosprzezone relacje
ri(al,...,an) =0, ..., r(ay,...,ay) =0.

Jesli odwzorowania €, p, n i ¢ znikajg na ri,...,7rg, to (p,n,¥) jest tréjkg Schirmanna na
(A,ela).

Powyzszy wynik byt istotnym krokiem w badaniach istnienia funkcjonaléw generujacych nie
tylko na S;', ale takze na U,[ i O} (z pracy [H6|, patrz Podrozdzial 3.5.3).

Dla grupy S;f = (C’(Sﬁ{), (pjk);ik:l), bazujac na Lemacie 3.27, wykazalisémy, ze dowolny p-e-
kocykl 7 jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje wartosci na generatorach diagonalnych pj;, j =
1,...,n|H5, Lemma 8.1] oraz, ze funkcjonaly generujace na S, (wiec takze procesy Lévy’ego na S;1)
sa jednoznacznie wyznaczone przez zwigzane z nimi kocykle [H5, Lemma 8.2]. Funkcjonal generujacy
¥ zwiazany z kocyklem 7 jest zdefiniowany na generatorach jako ¥(pjr) = (—1)%*|n(pjr)|* dla
J,k = 1,...,n. Oznacza to, ze S;' ma wlasno$¢ silniejsza niz (GC) i (NC): kazda para (p,n)
posiada funkcjonal generujacy, czyli takze whasnosé (LK). Okazuje sie jednak, ze rozktad Lévy’ego-
Chinczyna jest trywialny: nie istnieja niezerowe, gaussowskie funkcjonaly generujace na S [H5,
Proposition 8.7].

Zwrbocémy uwage, ze opisana powyzej jednoznacznosé funkcjonatu zwigzanego z danym kocyklem
nie jest zjawiskiem typowym — zwykle kocykl 1 determinuje funkcjonat ¢ poprzez relacje

Y(ab) = (n(a*),n(b)), a,b € kere,

czyli tylko z doktadnoscia do Ki \ Ky. Oznaczamy tutaj K, := Span{ai...a,;a; € kere}. W
przypadku grupy S;', mamy pj; = p?k € Ky dla j # k oraz pj; — 1 = —(pj; — 1)2 € Ky, czyli
Ky = K.

Jeden 7 najwazniejszych rezultatow pracy [H5| dotyczy klasyfikacji proceséw Lévy’ego S;F dla
danej *-reprezentacji p.

TWIERDZENIE 3.28 (|H5, Corrolary 8.6]). Istnieje jednoznaczna odpowiednio$é miedzy procesami
Lévy’ego na S;t (z dokladnoscia do réwnowaznosci) a klasami réwnowaznosci uktadow

(pa glaéZa s 7671)7
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zozonych z x-reprezentacji p na pewnej przestrzeni Hilberta H 1 wektorow &1,&s,...,&, € H spet-
niajgcyh relacje

p(pjj)& =0 oraz p(pjr)é = p(pjk)ér dla dowolnych j k=1,... n. (19)

Poniewaz dla n > 5, C*-algebry C(S;7) nie sa typu I, ich teoria reprezentacji jest zbyt trudna
do opisania. W [H5] zbadaliémy wybrane x-reprezentacje algebry C(S,/), np. te pochodzace od
klasycznych permutacji albo macierzy Fouriera-Hadamarda, opisujac zwigzane z nimi kocykle i
liczac grupy kohomologii, czyli grupy ilorazowe wszystkich p-e-kocykli przez kocykle pochodzace od
procesow Poissona (patrz Przyklad 3.14. Nasze badania pokazaly, ze wolna grupa permutacji ma
strukture duzo bogatsza niz jej klasyczny odpowiednik, czyli grupa Sy,.

3.5.3 Rozklad (LK) dla uniwersalnych grup kwantowych

W pracy [H6], wraz z B. Dasem, U. Franzem i A. Skalskim, badaliémy problem istnienia rozktadu
Lévy’ego-Chinczyna dla przypadku uniwersalnych (unitarnych i ortogonalnych) grup kwantowych.
Skupilismy sie na dwoch skrajnych typach uniwersalnych grup kwantowych: generycznej (w ktorej
wartosci wlasne F*F sg parami rézne) oraz maksymalnie zdegenerowanej (gdy F' = I). W przy-
padku generycznym pokazalismy (Twierdzenie 2.1, [H6]), ze dla kazdego kocyklu gaussowskiego na
U;f lub O} istnieje funkcjonat generujacy. Istotnie, mozna pokazaé, ze kazdy kocykl gaussowski na
U;E przyjmuje niezerowe wartosci tylko dla generatoréow diagonalnych, a wowczas

0 dla j # k,

vl {—;Hnumk)n? dlaj =k,
definiuje poprawnie okreslony funkcjonal generujacy okreslony na U;E. Funkcjonal ten mozna
nastepnie 'rzutowaé’ na podgrupe O;S, uzyskujac analogiczne rezultaty dla przypadku ortogonal-
nego. Zatem generyczne grupy U i Of posiadaja wlasnosé (GC), co z kolei gwarantuje istnienie
rozktadu Lévy’ego-Chinczyna dla dowolnego funkcjonatu generujacego, czyli wlasnosé (LK).

W przypadku maksymalnie zdegenerownym, czyli dla wolnych grup kwantowych U,f i O (F =
I) sytuacja jest zupelnie inna — poza grupa Oy nie posiadaja one zadnej z wlasnosci (GC), (NC)
czy (LK). Dla badania wersji unitarnej, U,", kluczowe sa nastepujace rezultaty, ktore poprzedzam
wprowadzeniem odpowiedniej notacji.

Dla ustalonej macierzowej grupy kwantowej G = (C(G),u), gdzie u = (ujk)?,kzl jest reprezen-
tacja fundamentalna grupy G, i dla dowolnej *-reprezentacji algebry C(G), p : C(G) — B(H)
definiujemy macierz o wspotczynnikach w C(G)

R = (p(upn))"_y € MalC(G)).
Podobnie, dla p-e-kocyklu 7 : Pol(G) — H definiujemy macierz o wspotczynnikach w H:
V = (n(u;k))j k=1 € Mn(H). (20)

Podobnie jak w (4), dla macierzy B = (bjx)},_y € Mn(z), gdzie X jest algebra B(H) lub
przestrzenig Hilberta H, mozemy stosowaé oznaczenie B! := (bkj)jk—1- Ponadto jesli X = B(H),
to definiujemy B := (07k) ] k=1
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TWIERDZENIE 3.29 ([H6, Proposition 3.2, Theorem 3.3, Corollary 3.4]). Niech H bedzie przestrzenig
Hilberta, a p: C(U,}) — B(H) *-reprezentacja.

(i) Macierz V. € My(H) definiuje p-e-kocyckl na U5 za pomoca wzoru n(ujr) = Vi, j,k =
1,...,n wtedy i tylko wtedy, gdy
(R*V)' = RV, (21)

W szczegdlnosci, kazda macierz V- € M, (C) definiuje kocykl gaussowski (R = I) na U,S o
wartosciach w C oraz kocykl anty-gaussowski (R = —1I) na U,;S o wartosciach w C.

(ii) p-e-Kocykl n na U, posiada funkcjonal generujgcy wtedy i tylko wtedy, gdy

n n

Y mwhy),nuip)) = (lur)nugp)),  jik=1,....n. (22)

p=1 p=1

W szczegdlnosci, gaussowski lub anty-gaussowski kocykl n na U,;S o warto$ciach w C posiada
funkcjonat generujgcy wtedy i tylko wtedy, gdy VV* =V*V.

Powyzsze fakty pozwalaja wskazac¢ takie macierze zespolone Vi, Vo € My(C), ktore definiuja
kocyckle, odpowiednio gaussowski 7, i anty-gaussowski 72, na U," nieposiadajace funkcjonalow

generujacych, np.
1 4 10
i=(o1) w= )

Macierze te stanowia kontrprzyklady na wlasnosci (GC) i (NC) dla U;". Suma prosta n; @ 72 jest
wowczas przyktadem kocyklu, ktéry wprawdzie posiada funkcjonat generujacy, ale nie ma rozktadu
Lévy’ego-Chinczyna. Zanurzenie U2+ w Ul (n > 2) pozwala rozszerzy¢ ten rezultat na wolne
unitarne grupy kwantowe dowolnego wymiaru [H6, Twierdzenie 3.5].

Dowdd Twierdzenia 3.29 opiera si¢ na rezultacie Schiirmanna dotyczacym istnienia funkcjonatu
generujacego dla kazdego kocyklu na algebry Browna-Glocknera-von Waldenfeldsa K (n).

TWIERDZENIE 3.30 ([Sch90, Theorem 3.12(i)]). Niech n € N, niech p : K(n) — B(H) bedzie *-
reprezentacjqg algebry Browna-Glocknera-von Waldenfelsa na przestrzeni Hilberta H 1 niech n bedzie
p-e-kocyklem na K(n). Wowczas wzor

1 . )
¢(x]k) = _5 Z<77(37;p)777(50kp)>7 ])k: I...,n (23)
p=1
mozna rozszerzyé do funkcjonatu generujgcego ¢ : K(n) — C, ktory spetnia warunek (11).
W dowodzie Twierdzenia 3.29 pokazujemy, korzystajac z Lematu 3.27 (wynik z pracy [H5]), ze

funkcjonat generujacy v zdefiniowany na K (n) mozna 'zrzutowa¢’ na U, .
Analogiczne rezultaty dla grupy ortogonalnej sa nastepujace.

TwIERDZENIE 3.31 ([H6, Proposition 3.7, Theorem 3.8, Corrolary 3.9]). Niech H bedzie przestrzenig
Hilberta, a p : Pol(O;}) — B(H) *-reprezentacjq.
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i) Macierz V€ M,(H) definiuje p-c-kocyckl na U} za pomoca wzoru n(u;,) = Vi, j, k =
n J J
1,...,n, wtedy i tylko witedy, gdy

-V = (R*V)! = RV". (24)

W szczegolnosci, kazda macierz antysymetryczna V. € M, (C), V = =Vt definiuje kocykl
gaussowski na O; o wartosciach w C, a kazda macierz symetryczna definiuje kocykl anty-
gaussowski na O, o wartosciach w C.

(ii) p-e-Kocykl n na O; posiada funkcjonal generujgcy wtedy i tylko wtedy, gdy

n

> (ujp) n(uy)) €R,  jk=1,...,n. (25)
p=1

W szczegdlnosci, gaussowski lub anty-gaussowski kocykl n na O o wartosciach w C posiada
funkcjonat generujgcy wtedy i tylko wtedy, gdy VV* € M, (R).

Pozwyzsze twierdzenie pozwala, podobnie jak w przypadku unitarnym, wywnioskowaé, ze dla
n > 3, wolne ortogonalne grupy kwantowe O, nie posiadaja wlasnosci (GC), (NC) ani (LK) [H6,
Twierdzenie 3.10]. Warto wspomnie¢, ze OF posiada (GC) i (LK), ale nie posiada (NC), [Ske94|.

Nasze wyniki pokazuja tez, ze wiele ("wigkszo$¢’) uniwersalnych grup kwantowych U}t i O} takze
nie posiada wtasnosci (LK), czyli rozktadu Lévy’ego-Chinczyna (wystarczy, aby macierz F F* miala
podwojna, w przypadku unitarnym, lub potréjna, w przypadku ortogonalnym, wartos¢ wlasna).
Nalezy by¢ jednak ostroznym w probach przenoszenia tej intuicji na cala rodzine zwartych grup
kwantowych. Nasze wyniki z pracy [H6| pokazuja, ze wtasnosci (GC) oraz (LK) nie sa dziedziczone
(z grupy kwantowej na podgrupe), ani przekazywane “w gore” (z podgrupy na grupe kwantowa).
Faktycznie, jesli spojrzymy na ciag podgrup kwantowych SU,(2) C SU,(3) C Uf (z macierza
F = (qj*3(5jk)§’7k:1), zauwazymy, ze SUy(2) ma whasnos¢ (GC) [SS98, Corollary 3.3], SU,(3) nie
ma (GC) [H6, Proposition 2.3], a U; (F) ponownie posiada (GC) [H6, Theorem 3.5]. Z drugiej
strony, ciag O C O;f C K (3) obrazuje sytuacje w ktorej srodkowa grupa, tj. Ogr nie ma wtasnosci
(LK) [H6, Proposition 2.3], podczas gdy jej podgrupa OF oraz obiekt zawierajacy ja (Scile mowiac,
potgrupa kwantowa) K (3) posiadaja rozklad Lévy’ego-Chinczyna.

3.6 Zwiazki miedzy rozkladem Lévy’ego-Chinczyna a kohomologia Hochschilda

Problem istnienia rozktadu Lévy’ego-Chinczyna dla *-bialgebry A jest blisko zwigzany z liczeniem
drugiej grupy kohomologii Hochschilda algebry A z trywialnymi wspotczynnikami — zostato to zaob-
serwowane juz w pracy Schiirmanna [Sch90|, a ostatnio przypomniane w [FGT15]. W [H6, Section
4] omawiamy zastosowania wynikéw uzyskanych przy badaniu rozktadu Lévy’ego-Chinczyna do tego
wtasnie celu.

Dla danej x-algebry z jedynka A i danego #-charakteru € na A, dowolna *-reprezentacja p: A —
B(H) na przestrzeni Hilberta H pozwala rozpatrywa¢ H jako A-bimodutl z dziataniami a.z.b =
pla)e(b)z dla a,b € Aiv e H. W szczegdlnym przypadku, mozemy wybra¢ takze lewe dzialania
‘trywialne’: p =e.
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Dla kazdego n € N definiujemu operator kobrzegowy 0™ ! : L(A®(”*1); H) — L(A®™; H) (przy
oznaczenniu A®? := C) wzorem

—

n—

@) a1 ® ... ®an) = pla)dlaz ® ... ®an) + Y _(~1Yd(a1 @ ... @ (ajaj41) @ ... @ ay)
=1

(
+(—1)"p(a1 ® ... R an—1)e(ay)

<

dla ¢ € L(A®"D: H) ay,...,a, € A. Wowczas mamy 9" o 0" ~! = 0. Dalej definujemy
e przestrzen wektorowa n-kocykli
Z™(A,  He) = {¢ € L(A®" H) : 9"¢ = 0},
e przestrzen wektorowa n-kobrzegow

B™(A, ,H.) = {8" 1 € L(A®(™D )},

o ntq grupe kohomologit Hochschilda
H"(A, ) He) = Z"(A, pH:)/B"(A, ,He).
Jako specjalny przypadek (dla dzialan trywialnych) dostajemy ntq grupe kohomologii Hochschilda
2 trywialnymi wspotczynnikami
H"(A,.C.) = Z2"(A,C.)/B"(A,C).
Latwo zobaczy¢ (rozpisujac definicje), ze:
e kazdy m-e-kocykl n z trojki Schiirmanna jest elementem Z'(A, H.), czyli 1-kocyklem;

e dlan € ZYA,  H.), cy(a®b) = (n(a*),n(b)) nalezy do Z%(A,.C.), czyli jest 2-kocyklem,
patrz [FGT15, Proposition 3.1] lub [H6, Lemma 4.2];

e 1€ ZY (A, H.) posiada funcjonal generujacy ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy ¢, € B?(4,.C.) jest
2-kobrzegiem.

W szczegolnosei, gdy A jest x-bialgebra, otrzymujemy rownosé
HY(A,.C.) = Z'(A, .C.) = {kocykle gaussowskie n: A — C},

iz czesci (i) Twierdzen 3.29 oraz 3.31 od razu wynika, ze

L7+ o~ L+ o t ~ A=)
HY(U]) = My(C), oraz H (O;)={V e My(C): V' =-V}=C =z .
Z drugiej strony, czesci (ii) Twierdzen 3.29 i 3.31, ktore charakteryzuja kocykle na UJ i Od+ posi-
adajace funkcjonaly generujace, moga by¢ uzyte do opisania przestrzeni B?(A,.C.). Powyzsza
obserwacja pozwolila uzyska¢ glowne rezultaty z pracy |H6|, dotyczace kohomologicznych wtasnosci
+ Ot
grup U; i Oy.
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TwIERDZENIE 3.32 ([H6, Theorem 4.6]).
H*(Uf,.C.) 2 sl(d,C),

gdzie sl(d, C) oznacza przestrzen zespolonych macierzy dxd o Sladzie zero. Zatem dim HQ(UJ, Co) =
d?—1.

Zasadniczym elementem dowodu powyzszego twierdzenia byt pomyst liniowego przyporzadkowa-
nia p
d

A Z2US) = Ma(C),  Ale) = | D (elupy @ upr) — elujy, ® ujp)) ,
p=1 k=1
motywacja ktorego byl warunek (ii) Twierdzenia 3.29. Pierwsza czes¢ dowodu Twierdzenia 3.32
polegata na wykazaniu, ze jadro odwzorowania A pokrywa sie z przestrzenia 2-kobrzegdéw: ker A =
B2(UJ,5CE), [H6, Lemma 4.4]. Wynik ten oznacza, ze A mierzy w pewnym sensie, jak daleki jest
dany 2-kocykl od zbioru 2-kobrzegow; dlatego mozna o A mysleé jako o funkcji niedoskonatosci
(ang. defect map).
Jednoczesnie tatwo bylo zauwazy¢, ze TrA(c) = 0, czyli

A(Z*(U))) C sl(d,C). (26)

Drugim waznym skladnikiem dowodu Twierdzenia 3.32 byla konstrukcja bazy obrazu A(Z2(U))),
pokazujaca, ze zawieranie (26) jest tak naprawde rownoscia. Stad mozna juz bylo wywnioskowac,
ze A indukuje liniowy izomorfizm miedzy H?(U;) = Z*(U;)/B*(U]) a obrazem si(d, C).

Podobne podejécie pozwolito wykazaé, ze dim H*(O},.C.) = @ (|[H6, Theorem 4.9]), fakt
znany wezesniej z [CHT09| i (w wiekszej ogolnosci) z |Bicl3]. Tutaj takze nasza metoda wskazuje
explicite baze przestrzeni H2(0d+, Ce).

Wydaje sie, ze znaleziona przez nas metoda moze by¢ zastosowana takze do liczenia drugiej grupy
kohomologii Hochschilda z trywialnymi wspo6tczynnikami innych grup kwantowych, na przyktad U;
z dowolng macierza deformacji F czy tatwych grup kwantowych S, B, Bt i BT,

4 Omoéwienie pozostalych osiagnieé¢ naukowo-badawczych

Od obrony pracy doktorskiej, tj. od polowy 2008 roku, opublikowatam 6 artykutéw naukowych
niewchodzacych w sktad habilitacji. Dotycza one badan z tematyki teorii operatoréw, analizy
harmoniczej i nieprzemiennej probabilistyki. Mozna wérdéd nich wydzieli¢ trzy zasadnicze
kierunki: pierwszy z nich stanowil kontynuacje badan z pracy doktorskiej nad deformacjami prob-
lemu momentéw oraz nieprzemiennymi splotami (ta czes$¢ obejmuje prace [JK12, Kull0a, Kull2]
i jest doktadniej opisana w Rozdziale 4.1), drugi kierunek dotyczy nieprzemiennych niezaleznosci
(ruchy Browna dla bm-niezaleznosci, bf-niezaleznosé¢; prace [KW10, KW13|, Rozdzial 4.2), trzeci
— obejmuje teorie perturbacji i operatorowych modeli dla transformacji miar (praca [KWW17],
Rozdzial 4.3).
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4.1 Wtlasnosci ¢-splotu i (p, ¢)-splot

W pracy doktorskiej zdefiniowatam (p, q)-splot dwoch ciagow liczbowych: dla p,q > 0 i dwoch
ciagow rzeczywistych (tn)n, (Vn)n Przyjmujemy

n q k(n—k) n 2
(K *p,g V) == Z () [ k } PikVn—k, 1 €N,
k=0 p p

gdzie

1_ n n n nq!
n]g = 1_qq, [n]qlzkl_ll[k]q’ {k]q:m]_k]q!'

Wykazalam wowczas, ze dla dowolnych p,q > 0 splot %, , zachowuje miary o nosnikach w R.
Porownatam takze (p, q)-splot z g-splotem zdefiniowanym przez G. Carnovale i T. Koornwindera w
[CKO00]:

n

(1 g V)n = Z [ Z ] a * P vk, meN.
k=0 q

Okazato sie, ze obie operacje sg taczne i przemienne, ale ¢g-splot zachowuje miary na Ry tylko dla

0 < g < 1. W doktoracie opisatam takze transformate Fouriera dla (p, ¢)-splotu oraz udowodnitam

zwigzane z ta operacja centralne twierdzenie graniczne.

Badania nad wspomnianymi wyzej splotami oraz zaleznosciami miedzy nimi kontynuowatam
takze po zlozeniu pracy doktorskiej. W pracy [KullOb| zawartam poréwnanie r6znego typu splotow
definiowanych dla zdeformowanych relacji komutacji, w szczegélnosci wykazatam, ze zachodzi zwigzek
miedzy g¢-splotem x, ([CK00]) a (g, q)-splotem x,4: dla dowolnych dwoéch ciagow p = (un)n i
v = (Vp)n zachodzi rownos¢ ciagow

(N o p) *qq (N ov) =N o (u*qv), (27)

gdzie N oznacza ciag ([n]q!)n, a o oznacza (klasyczny) splot multiplikatywny (czyli mnozenie ciagow
po wspoétrzednych).

Zwiazek ten, bedac uogélnieniem klasycznego pojecia stabej stabilnosci miar, stat sie motorem
wspolpracy z Barbara Jasiulis-Gotdyn, ktorej efektem byta praca [JK12]. Okazalo si¢ bowiem, ze
zaréwno g-splot, jak i (p, ¢)-splot spekiaja warunki Urbanika na splot uogélniony, zinterpretowane
odpowiednio w jezyku ciagéw momentow, a relacja (27) sugerowata badanie stabych splotow uogol-
nionych. Pojecie splotu uogolnionego (zdefiniowane w pracy K. Urbanika [Urb64]) jest dobrze
znane w klasycznej probabilistyce, ale nie miato dotad przyktadéw wsréd splotéw w probabilistyce
nieprzemiennej (latwo sprawdzi¢, ze sploty wolny, boole’owski czy monotoniczny nie spelniaja
warunku liniowosci wzgl. kombinacji wypuklych). W przypadku sprawdzania warunkéw Urbanika
dla g-splotu gtéwna trudnosé¢ polegata na wykazaniu twierdzenia granicznego typu prawa wielkich
liczb. Dowod tego faktu stanowi gtowny wynik pracy |[Kull2]| i bazuje istotnie na nieprzemiennym
pochodzeniu g¢-splotu (relacje g-komutacji), wykorzystuje tez standardowe techniki nieprzemienne;
probabilistyki.

W pracy |[JK12| pokazalysmy, ze g¢-splot jest stabym splotem uogélnionym wzgledem (1,q)-
splotu, oba natomiast sa splotami generujacymi splot klasyczny. Co wiecej, okazalto sie, ze tego

32



typu zaleznosci byty juz studiowane przez Kucharczaka i Urbanika w pracy [KU86]. Udalo nam sie
uzupehié¢ czesé¢ dowodow z tej pracy oraz wykazaé¢ w ogolnej sytuacji, ze regularnosé jest wtasnoscia
dziedziczona przez staby splot.

Pod ta czes¢ moich badan naukowych podlega takze praca [KullOa|, ktorej gtownym celem
bylo opisanie przyktadow g¢- i (p,q)-splotow. Wyniki tej pracy rzucaja nieco $wiatla na to, jak
skomplikowane moga by¢ obie operacje — okazuje sie, ze g-splot dwoéch miar punktowych moze
mie¢ nosnik nieskonczony, a z kolei (1,1)-splot takich miar ma rozklad ciagly o gestosci arcus
sinus (a wiec o zwartym nosniku). Waznym wynikiem jest opis miary odpowiadajacej ciagowi
momentow m, = W z centralnego twierdzenia granicznego dla (p,q)-splotu. Miara ta jest
zwiazana z miara badana przez Ch. Berga w [Ber05|, nazywana “uogélnionym splotem Gamma”’
(ang. generalized Gamma convolution, nie myli¢ ze splotami uogélnionymi Urbanika).

4.2 Niezalezno$ci nieprzemienne

Jednym z kluczowych poje¢ w klasycznym rachunku prawdopodobieristwa jest niezaleznosé zmi-
ennych losowych, ktora mozna (m.in.) zdefiniowaé jako wlasnosé pozwalajaca wyliczy¢ momenty
mieszane dwoch zmiennych na podstawie rozktadu kazdej ze zmiennych osobno. Pojecie to uogodlnia
sie do sytuacji, w ktorej przestrzen zmiennych losowych jest nieprzemienna (jest to *- lub C*- alge-
bra ze stanem), ale w przeciwienstwie do sytuacji klasycznej w nieprzemiennej probabilistyce istnieje
wiele niezaleznosci, m.in. niezaleznosé¢ tensorowa, wolna |Voi86|, booleowska [Boz86, Boz87, SW97|,
monotoniczna [Mur(O1l|. Proby klasyfikacji niezaleznosci nieprzemiennych podejmowali Speicher
[Spe97], Ben Ghorbal i Schiirmann [BGS02], Muraki [Mur(03|, a ostatnio Gerhold i Lachs [GL15]
oraz Manzel [MS17]. W zaleznosci od przyjetych zalozen (universal positive products, universal
natural products, uau-products) dostajemy rozne odpowiedzi.

Przykladami, ktory wymykaja sie (na razie) powyzszym klasyfikacjom, jest bm-niezaleznosci i
bf-niezaleznos¢. Obie powstaja przez przejscie od rodzin algebr indeksowanych liczbami natual-
nymi na rodziny algebr indeksowane zbiorami cze$ciowo uporzadkowanymi, dzieki czemu powstaje
“mieszanka” dwoch niezaleznosci (odpowiednio: booleowskiej i monotonicznej, oraz wolnej i mono-
tonicznej).

Bm-niezaleznosé¢ zostata zdefiniowana w pracy [Wys08|, a w pracy [KW10] wraz z Januszem
Wysoczanskim badaliémy odpowiadajace tej niezaleznosci ruchy Browna (tzw. bm-ruchy Browna).
Sa one uogodlnieniem klasycznego ruchu Browna w dwéch aspektach — ’parametr czasowy’ pro-
cesu losowego nalezy do (wielowymiarowego) zbioru czesciowo uporzadkowanego zamiast do osi
rzeczywistej, a zamiast klasycznej niezaleznosci przyrostow rozwazamy bm-niezaleznosé. W pracy
rozwazalismy cze$ciowe porzadki zadane przez stozki dodatnie w przestrzeniach euklidesowych:
stozki RSIF, stozki Lorentza i stozki dodatnio okreslonych, rzeczywistych macierzy symetrycznych (dla
roznych wymiarow). Kazdy taki stozek II C V' zadaje naturalny czesciowy porzadek: u =< v, gdy
v —u € II. Zgodnie z klasyfikacja stozkow rzeczywistych symetrycznych (patrz [FK94|), przyktady
te reprezentuja dos¢ duza klase tego typu obiektow.

Konstrukcja opisana w naszej pracy stanowi realizacje czesto pojawiajacego sie w literaturze
pomyshu, aby przez ruch Browna rozumie¢ sume operatoréw kreacji i anihilacji na odpowiedniej
przestrzeni Focka, dziatajacych na funkcjach charakterystycznych przedziatow. W naszym przy-
padku odpowiednia przestrzen Focka (tzw. bm-przestrzen Focka) jest uogélnieniem konstrukeji Mu-
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rakiego z [Mur97], a ruch Browna indeksowany dowolnym stozkiem II jest zdefiniowany jako

Qe = alXjog) + a+(X[0,§}) dla ¢ €11,

gdzie a i at sa anihilacja i kreacja. Przyrosty na przedziale I := [n,£] C II sa zdefiniowane
jako Q1 = a(Xpy.e) + a* (Xpe) dla & € II. Zalety zalozonego czesciowego uporzadkowania zbioru
indeksow jest naturalne uogdlnienie pojecia przedziatu, niezbedne w powyzszej definicji.

Badajac wtlasno$ci tak zdefiniowanego procesu, wykazaliSmy, ze dla przedziatéw
"bm-uporzadkowanych" (to wlasciwe uogolnienie pojecia przedzialow roztacznych) przyrosty Qr sa
bm-niezalezne. Policzyliémy takze momenty rozktadu prawdopodobienistwa ruchu Browna, dowodzac
Centralne Twierdzenie Graniczne dla zmiennych bm-niezaleznych (bm-CLT, [KW10, Theorem 18])
w wersji dla przedziatow — w pracy [Wys08] byto ono udowodnione dla zbioréw nie bedacych przedzi-
atami. Ta nowa wersja bm-CLT brzmi nastepujaco: znormalizowane sumy zmiennych losowych
bm-niezaleznych daza do symetrycznej miary granicznej o parzystych momentach (g,)n, ktore
spelniaja uogolniong rekurencje Catalana:

n
o=01=1, gn= WGk-19n—k>
k=1

Ciag (yx)r nazwalismy ’charakterystyka objetosciowa’ rozwazanego stozka II i jego znalezienie
byto kluczowym krokiem w dowodzie bm-CLT: pokazalismy [KW10, Theorem 2], ze dla kazdego z
rozwazanych stozkow istnieje ciag (v )k taki, ze dla dowolnego przedziatu [n,&] C IT i dla dowolnych
keN

/ (vol [, o))" dp = - (vol [, €])".
[n.€]

Przez vol [n, €] oznaczamy tutaj objetos¢ euklidesowa przedziatu (kazdy rozwazany przez nas stozek
moze by¢ zanurzony w rzeczywistej przestrzeni euklidesowej R? z minimalnym d, patrz klasyfikacja
symetrycznych stozkow dodatnich w [FK94]).

Dla przyktadu, v, = k—ld w przypadku Ri, ay = W dla dwuwymiarowego stozka
Lorentza lub symetrycznych, dodatnio okres§lonych macierzy rzeczywistych 2 x 2. Ciekawy jest fakt,
ze ten sam ciag (vx)r pojawia sie zarowno w twierdzeniu o charakterze geometrycznym (’charak-

terystyka objetosciowa stozka’), jak i w twierdzeniu typowo probabilistycznym (bm-CLT).

Praca |[KW13| stanowi probe zdefiniowania pojecia bf-niezaleznosci, czyli (nieprzemiennej) nieza-
leznodci zawierajacej jako specjalne przypadki niezalezno$¢ wolng i boole’owska. Tak jak w przy-
padku bm-niezaleznodci, rodzina algebr jest indeksowana zbiorem czesSciowo uporzadkowanym X,
np. przestrzenia wektorowa ze stozkiem dodatnim.

W pracy opisaliSmy przestrzen typu Focka oraz rozszerzenia rodziny operatoréw tak, aby w
szczegbdlnych przypadkach otrzymaé rodziny boole’owsko lub wolnie niezalezne. Taka przestrzen
bf-Focka jest rozpieta przez tensory proste, indeksowane elementami parami réznymi i poréwny-
walnymi, a rozszerzenia operatoréw dzialaja niezerowo na tensorach tworzacych tancuchy z indek-
sem operatora. Dla przypadku przestrzeni X = R? 7 porzadkiem zadanym przez stozek Il :=
{(a1,...,aq) € R":0 < ay,...,0 <ay}ipowyzszego modelu bf-rozszerzen operatorow udowodnil-
i$my Centralne Twierdzenie Graniczne.
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Nasza praca nie definiuje na razie bf-niezaleznosci zmiennych losowych poza modelem opera-
torowym, ale stanowi pierwszy krok w tym kierunku. Warto tez wspomnieé, ze niedawno Weihua
Liu [Liul7] podjal podobna prébe zdefiniowania niezaleznosci taczacej niezaleznosci wolna i boole-
owska, korzystajac z niedawno wprowadzonej przez Voiculescu dwu-wolnosci (bi-freeness of pairs of

faces), [Voil4].

4.3 Modele operatorowe pewnych transformacji miar i perturbacje dwuwymi-
arowe

Niech P(R) oznacza zbiér wszystkich miar probabilistycznych o nosniku na osi rzeczywistej R.
Transformata Cauchy’ego dowolnej miary pu € P(R) jest zdefinowana jako
d
GH(Z)Z/R’“‘(“”), e Ct={zeC:Im(z) >0}

z—

Jest to funkcja holomorficzna dzialajaca z gornej polplaszczyzny Ct w dolng C~. Wiadomo, ze
istnieje jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy miarami z P(R) a ich transformacjami Cauchy’ego (mi-
are mozna odzyska¢ poprzez tzw. odwrotng transformacje Stieltjesa). Ponadto, funkcja zespolona
F(z) jest odwrotnoscia transformaty Cauchy’ego pewnej miary p € P(R) (tzn. istnieje u takie, ze
F(z) = %) wtedy i tylko wtedy, gdy F' jest funkcja Nevanlinny, tzn. istnieja o € R oraz miara
dodatnia p na R takie, ze

T+ a2

r—z

F(z) :a+z+/ dp(x).

—00
Korzystajac z powyzszego twierdzenia, mozna pokazaé, ze dla dowolnego p € R, ¢ > 0 i dla

dowolnej miary p na R takiej, ze my = [ adu(z) < oo (plerwszy moment miary u jest skoriczony),
funkcja G(z) zdefiniowana réwnaniem

1 q

jest transformatg Cauchy’ego pewnej miary pu,,. Przyporzadkowanie pu +— 4, nazwane U-
transformata (z parametrami (p,q)), zostalo zdefiniowane przez A. Krystek i H. Yoshide w pracy
[KY04]. Jest ono uogolnieniem tzw. ¢-transformaty opisanej i badanej w pracach [BW98] i [BWOL1].
(Transformate Bozejki i Wysoczanskiego dostajemy dla p = ¢, wtedy zalozenie m; < oo nie jest juz
potrzebne.)

Glownym celem pracy [KWW17] bylo opisanie modelu operatorowego dla U-transformaty: dla
kazdego samosprzezonego operatora A na przestrzeni Hilberta H i dla ustalonego unormowanego
wektora u € Dom(A) istnieje jedyna miara py na R, zwana rozkladem A, taka, ze

(2 — A)lu,u) = /OO dnal@) v, (28)

o 2T

(Wyrazenie po lewej stronie to funkcja Weyla operatora A.) Majac dany operator A, mozemy z
jednej strony zwiaza¢ z nim jego rozklad p4 i utworzyé U-transformate tego rozktadu (pa)pq. Z
drugiej strony mozemy wykona¢ pewna operacje 4 na A, tj. 4 : A — U(A), otrzymujac operator
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U(A) o rozktadzie pugq). Przez operatorowy model dla U-transformaty miar p + ji 4 rozumiemy
taki wybor operacji 4 = 4, 4, aby (114)p,q = py(a)- Dostajemy wtedy przemienny diagram

A — pua

ul [t

UA) —— gy

Okazalo sie, ze operatorowym modelem U-transformaty z parametrami (p, ¢) jest dwuwymiarowe
zaburzenie

U(A) = A —s(u® Au) — t(Au ®@ u),

gdziep=stig=(1—s)(1—t) > 0oraz (uw)f = (f,w)u.

Szukajac operatorowego modelu dla U-transformaty znalezlismy og6lna metode liczenia funkcji
Weyla dla pewnych ('diagonalnych’ i ’antydiagonalnych’) dwuwymiarowych zaburzen operatorow,
ktorej zastosowanie wychodzi poza nieprzemienng probabilistyke. Pozwala ona bada¢ widma dwu-
wymiarowych zaburzeri macierzy i ich zachowanie graniczne dla rosngcego parametru, jak rowniez
wartodci singularne jednowymiarowych zaburzen macierzy. Nasza metoda pozwolita tez znalezé
warunek wystarczajacy na wtasnos¢ przeplotu (ang. interlacing property) miedzy widmem macierzy
samosprzezonej i widmem jej zaburzenia ’antydiagonalnego’. Wtlasnos¢ ta oznacza, ze miedzy
kazdymi dwoma kolejnymi wartosciami wtasnymi macierzy A lezy dokladnie jedna warto$¢ wtasna
macierzy Ag; = A —s(u®Au) —t(Au®u). Warto wspomnie¢, ze badania takie maja duze znaczenie
w analizie numerycznej, modelowaniu matematycznym czy teorii sygnatow.
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