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KONKLUZJA

Przedtozona rozprawa doktorska jednoznacznie spelnia wymagania formalne 1 zwycza-
jowe stawiane rozprawom doktorskim. Wnioskuje o dopuszczenie mgr. FILIPA CHU-
DEGO do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

UZASADNIENIE

Rozprawa doktorska mgr. FILIPA CHUDEGO poswiecona jest nowym algorytmom dla
zadan numerycznych grafiki komputerowej 1 modelowania geometrycznego. Algorytmy
te dotyczg obliczeni zwigzanych z krzywymi i powlokami Béziera, gdzie kluczows rolg
odgrywaja klasyczne wielomiany Bernsteina, oraz krzywymi B-sklejanymi. Istotng czes¢
rozprawy stanowig nowe zwiazki rézniczkowe i rekurencyjne w temacie funkcji B-skleja-
nych, wielomian6w Bernsteina i ich dualnych odpowiednikéw, ktére znajduja nastepnie
zastosowanie w konkretnych algorytmach. Doktorant dba o to, aby konstruowane al-
gorytmy miaty mozliwie niska, a nawet optymalng zlozonoé¢, oraz dobre wlasnosci nu-
meryczne. Takim jest, przyktadowo, najefektowniejszy moim zdaniem nowy algorytm
obliczajacy wartosci krzywej Béziera. Posiada on wygodng interpretacje geometryczng
i optymalng zlozonosé, lepsza od tradycyjnego algorytmu de Casteljau. Implementacje
i testy dla prezentowanych algorytméw uzupelniajg i potwierdzajg wyniki teoretyczne.

Duza cze$é wynikéw rozprawy zostala juz opublikowana w trzech pracach w Applied
Mathematics and Computation, Numerical Algorithms oraz Computer Aided-Design, w

ktérych promotor byl wspétautorem. (Prace te oznaczone sg w rozprawie numerami
[18], [19] i [96].)

Ocena strony merytorycznej

Rozprawa. zaczyna sie od mocno rozbudowanego wstepu (rozdzial 1), ktéry oprécz
krétkiego streszczenia uzyskanych wynikéw zawiera podstawowe informacje: definicje,



fakty, twierdzenia i algorytmy, dotyczace wielomianéw Bernsteina, dualnych wielomia-
néw Bernsteina, krzywych i powlok Béziera oraz funkcji B-sklejanych, ktére sg wy-
korzystywane w dalszej czesci rozprawy. Ta czeéé informacyjna jest jasno i bardzo
przystepnie napisana, mogtaby stuzyé za material Zrédlowy do podstawowego kursu
grafiki komputerowej i modelowania matematycznego. Wydaje si¢ jednak, ze lepiej by-
loby podzielié ten rozdzial na dwie czeéci: rzeczywisty wstep do rozprawy i przeglad
potrzebnych narzedzi i algorytméw. Dodatbym réwniez formalng definicje notacji ‘O-
duze’, gdyz czasami moze ona prowadzi¢ do niejednoznacznosci, zwiaszcza gdy mamy
do czynienia z wiecej niz jednym parametrem.

W rozdziale 2 przedstawiony jest nowy alorytm dla obliczania wartosci krzywej Béziera.
Atrakeyjnosé algorytmu polega nie tylko na tym, ze posiada optymalng ztozonoéé O(nd)
(w poréwnaniu do O(dn?) dla algorytmu de Casteljou), gdzie n jest liczbg punktéw kon-
trolnych, a d wymiarem tych punktéw, ale réwniez na dobrych wlasnoéciach zardéwno
numerycznych jak i geometrycznych (m.in., zachowuje wlasnoé¢ otoczki wypuklej).
Jego konkurencyjno$é wobec tradycyjnego algorytmu de Casteljou zostata potwier-
dzona licznymi testami. Autor wykazuje réwniez na mozliwe uogdlnienia, w tym na
wymierne, zaréwno prostokatne jak i tréjkatne, powtoki Béziera.

Rozdziat 3 poéwiecony jest nowym metodom obliczeniowym dla funkcji B-sklejanych,
w kontekscie krzywych B-sklejanych. Tutaj punktem wyjécia jest algorytm de Boor-
Cox’a obliczajacy punkt na krzywej B-sklejanej kosztem O(m?2d), gdzie m jest stopniem
krzywej, a d jak wczeéniej wymiarem przestrzeni. Autor proponuje inne podejscie do
problemu wykorzystujace wspédtczynniki rozwiniecia bazowych funkeji B-sklejanych w
podprzedziatach, w bazie Bernsteina albo bazie Taylora. Stosujac pewne zwigzki re-
kurencyjne pokazuje, Zze wszystkie te wspotczynniki mozna obliczy¢ w czasie O(nm?),
gdzie n jest liczba, punktéw siatki, a wiec w czasie proporcjonalnym do liczby wszystkich
wspolczynnikéw. Dzieki temu, catkowity koszt obliczenia wartosci M réznych krzy-
wych B-sklejanych w N punktach wynosi O(nm?+ N m? + NMmd), w poréwnaniu do
O(NMm?2d) gdy uzyjemy tradycyjnego podejécia de Boor-Cox’a.

Rozdziaty 4 i 5 traktujg o wlasnosciach dualnych wielomianéw Bernsteina, przy czym w
pierwszym z nich chodzi przede wszystkim o zwiazki rézniczkowe, a w drugim o zwiazki
rekurencyjne. Te ostatnie sa nastepnie wykorzystane, m.in., w konstrukeji algorytmu
obliczajacego wartoéci dualnego wielomianu Bernsteina w M danych punktach w opty-
malnym czasie proporcjonalnym do nM, co moze nieco zaskakiwa¢. Godna uwagi jest
réwniez bardzo dobra stabilnoéé algorytmu, nawet dla wielomianéw stopnia rzedu kilka
tysiecy, potwierdzona przez autora licznymi testami numerycznymi.

W ostatnim rozdziale 6 rozpatrywany jest problem redukeji stopnia krzywej Béziera
7 ograniczeniami. Zaprezentowany jest algorytm wykorzystujacy wczedniejsze 1 pewne
nowe zwigzki rekurencyjne. Co prawda, algorytm nie poprawia catkowitej liczby ope-
racji arytmetycznych w poréwnaniu do wezesniej znanego, podobnego algorytmu au-
torstwa, m.in., promotora rozprawy, ale cze$¢ obliczet moze by¢ przeprowadzona réw-
nolegle. (Tu efektywnos¢ nie zostata zweryfikowana testami numerycznymi. )



Ocena strony formalnej

Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim. Zwraca uwage nienaganna szata graficzna.
Na 146 stron bardzo starannie i jasno zredagowanego tekstu sktadajg sie 6 rozdzialéw,
bibliografia i zawsze pomocny indeks pojeé, jest tez opatrzona streszczeniem w jezykach
polskim i angielskim. Cenne dla czytelnika sa uwagi na poczatku kazdego rozdziatu
na temat relacji pomiedzy weczedniejszymi wynikami, a tymi pokazanymi w danym
rozdziale. To wszystko sprawia, ze rozprawe czyta sie z przyjemnoscia. Tego wrazenia
nie zaklécajg wymienione ponizej drobne usterki redakcyjne, ktére zawsze sg obecne
w wiekszych opracowaniach.

e strona 9, linia +12: “in the following way”

e 9, +14: “the factorial”

e 17, Thm. 1.38: usunaé indeks 2 w || - ||z

e 27,-3: “an example of a polynomial”

e 28 -7:7..shows an example of a rational...”

e 38, Thm. 1.79: usuna¢ indeks 2 w || P, — B |l3

e 55, -4: “...that W; is used...”

e 70, +1: “...in the way how the rows are connected”
e 81, -7: usungé nawiasy okalajace u € [t;, tiy1)

e 91, Thm 3.8: Formuta (3.8) zachodzi réwniez wtedy, gdy wspoélczynniki bgﬂ’j)
nie sg znane.

e 98, -7: “multiplicity greater than 1”
s 102, +1: “Eq. (3.6) can be used”

e 109, -13: “Now, putting the right-hand sides of (4.5) and (4.6) in place of D}, (z; @, B)
and D7 ,(z;«, () in the right-hand side of Eq. (4.3), ...”

e 112, +9: Operator £™ dzialta raczej na catych ciggach, a nie na indeksach 3.
e 124, -3: “in this section”

e 125, +10: “In the sequel, the parameters o, 8 will often be omitted, i.e.,”

e 125, -3: “The proposed method ... uses the recurrence relation”

e 135, -8: “all the columns”



Podsumowanie

Wyniki zaprezentowane w rozprawie mgr. FILIPA CHUDEGO stanowig niewatpliwy
wklad w teorie wielomianéw Bernsteina i funkeji B-sklejanych, a bedace ich konsekwen-
cja algorytmy znajdujg swoje miejsce w grafice komputerowej i modelowaniu geome-
trycznym. Doktorant wykazal swa erudycje matematyczna. Dowody majg w wiekszosci
charakter rachunkowy, ale sg do$¢ skomplikowane 1 wymagaja nietrywialnego kojarze-
nia zwigzkéw pomiedzy réznymi obiektami, w tym funkcjami specjalnymi. Jeszcze raz
podkresle przejrzystosé calej prezentacji i dbaloéé o komfort czytelnika.

Dlatego wnioskuje jak w konkluzji na poczatku recenzji.
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